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本 丛书 集合 科学 各 界 力量 ， 以 纺 、 担 、 译 诸 形 
起 推 由 一 系列 介绍 本 世纪 以 来 国内 外 兴起 的 各 门 新 
学 科 知 识 的 读本 。 

本 从 书 替 求 知 者 打开 一 扇 扁 明净 之 窗 ， 使 你 扩 
展 视野 ， 汲 取 新 知识 ， 开 局 新 观念 ， 永 远 跟 上 时 代 
的 膝 动 ， 更 让 你 体会 新 竣 世 界 的 美 。 

本 丛书 以 中 等 文化 层次 的 青年 为 主要 读者 对 
象 ， 挝 题 侧重 于 与 之 思想 ， 学 习 、 生 活 相 关 较 切 的 
社会 科学 、 自 然 科 学 以 及 两 者 融 汇 而 成 的 新 学 科 。 
任何 一 人 ， 和 者 可 从 中 找到 关切 的 问题 。 

本 从 书 力图 减少 读者 的 经 济 负 担 并 便于 阅读 ， 
就 以 通俗 的 知识 性 小 册子 形式 出 版 。 一 门 学 科 一 
Ht, SMEH MT BEA, MEF, KEBE 
BEE. MTT ARM AU Ree, 

本 从 书 无 意 洒 用 学 术 著 作 的 沉 问 结构 和 过 多 使 
用 专业 性 的 术语 ， 而 尽量 做 到 行文 流 轧 、 通 俗 生 
H, RARE, LMR, ERE, LED 
兴趣 。 

本 从 书 介 绍 各 个 学 科 的 起 源 、 发 展 、 现 状 、 流 
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小 的 特点 ， 它 可 有 选择 性 地 介绍 尚未 完全 形成 系统 

的 新 学 科 ， 以 推动 这 些 学 科 的 进一步 发 展 。 
收藏 这 套 丛 书 ， 坊 二 年 后 你 的 书架 将 有 光彩 。 
黎 开 这 一 页 ， 你 走向 新 天 地 。 


Bide AR BG 
青年 编辑 室 
1987。1.6。 


yr yr 


前 言 


我 们 曾经 对 那些 智力 游戏 喜欢 到 首 过 的 
程度 ， 狼 竺 菜 渡 河 、 分 油 问题 、 一 笔 
HB, RRATHSELR, AT 
SREP ASA A, Ri SHA LIRR 
喜 ， 我 们 在 趣味 与 铝 慧 的 王国 中 漫游 。 也 许 正 
是 这 样 的 魔力 请 使 我 们 走 进 数学 的 违 宫 。 

当 我 们 在 学 习 一 门 新 的 数学 分 支 学 科 一 -- 
图 论 的 时 修 ， 又 重 温 了 莹 日 的 情趣 这 门 在 自 
然 笠 学 、 社 会 科学 各 领域 中 日 益 有 着 广泛 应 用 
的 学 科 ， 它 的 许多 课题 与 狼 单 菜 渡河 、 一 笔 丁 
等 等 智力 游戏 有 着 同样 的 数学 模型 。 患 谢 湖北 
人 民 出 版 社 青年 编辑 室 的 同志 ， 使 我 们 能 把 图 
论 中 一 些 弹 有 趣味 的 问题 ， 引 人 入 胜 的 巧妙 解 
题 方法 把 写 成 山 ， 替 献 给 与 我 们 有 同样 爱好 的 
HS. HRRFKSANAFA-HEBER 
以 后 终于 获得 解答 的 由 囊 喜 优 。“ 不 动笔 里 不 
in? ， 俞 著 读者 能 实 或 这 自 格 言 ， 那 么 在 读 
完 这 本 小 册子 后 定 有 所 获 。 

笔者 力图 写 得 浅显 易 懂 ， 窜 科学 性 于 趣味 
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EMBL, BARBHALERBRAEBs 
HERS AKRESHR, Ai tee. | 


BC KRM 
1987 年 8 月 


th ”什么 是 图 

3 树 一 一 密码 -一 - 街 和 
广场 -一 连结 问题 和 
贪心 算法 

[0277 ”迷宫 -一 高 斯 八 后 问 
题 一 -- 先 深 搜 索 


[37] 狼 羊 葉 渡河 一 - 分 油 
问题 一 -最 短路 


(833 七 桥 难 题 一 一 握手 定 

理 - 一 笔画 

73) ”中 国 邮递 员 问 题 -- - 
奇偶 点 图 上 作业 法 


[81] ”环球 旅行 “- 哈密 尔 
顿 图 -. - 货 部 担 问题 


te ”工作 分 派 问题 -一 匹 


Gi ”三 家 三 并 问题 一 平 
面 图 -- ”地 图 着 色 与 
四 色 猪 想 

G25 20 世纪 的 图 论 -- 结 

Riz 


什么 是 图 


们 要 介绍 的 “图 ”是 什么 呢 ? 它 既 不 是 我 
们 日 党 所 见 的 形形色色 的 图 一 地图、 机 
REAR, BAM, WALA 
图 形 。 
在 说 明 本 书 所 介绍 的 图 为 何 物 时 ， 鉴 于 “一 切 
人 类 和 扼 识 以 直观 始 ”。 (康德 ) “一 个 好 的 实例 胜 
于 训 诚 。” CRATE) 还 是 让 我 们 先 看 几 个 例子 
吧 。 


图 的 例子 


1.1 初 看 小 说 红楼梦 》 时 ， 你 一 定 会 
感到 人 物 众 多 ,头绪 纷 杂 。 但 如 果 你 把 痪 
府 申 前 人 物 为 简便 起 见 ， 只 考虑 男人 ) 三成 这 样 
一 个 图 :以 点 代表 人 ， 在 有 父 于 关系 的 两 人 (本 
点 ) 闻 连 一 条 带 科 头 的 
线 ， 从 父亲 指向 儿子 Ga 
图 1 一 1 所 示 ), 这 样 ， 你 
对 页 府 中 人 物 之 间 的 血统 中 
关系 就 会 一 目 了 然 。 
例 1,2 假如 我 们 仍 
以 点 代表 人 ， 但 两 点 之 阅 


ABER, WAM ALTAR REAR. 
于 直系 素 缘 关系 是 相互 的 。 这 里 的 线 不 带 稍 头 。 那 
Ay Wik, ERA, RA, WE, WEA 
之 癌 的 关系 可 以 用 图 1 一 2 来 表示 。 这 个 图 有 -个 
时 A, CATT AZ AAT 
PUAN SETTLES 


Vee 之 问 都 有 直系 亲缘 关系 或 
wa 

学时 te 

图 


a Ns 


KH, WRF, Re, K 
1-2 BES, 

鲍 1.3 假若 你 想 作 一 次 乘 火 车 或 轮船 的 旅 
游 ， 从 沈 阴 出发， 去 大 连 、 天 津 、 南 京 、 上 海 、 视 
A. SA. BBS, BeBe? We AR 
示 你 要 去 的 城市 ， 两 城市 间 可 以 坐 火 车 或 轮船 直达 
的 ， 就 连 一 条 线 〈 匈 图 1 一 8 ) 。 此 时 ， 你 要 设计 
一 条 每 个 城市 都 经 过 且 只 经 过 一 
次 的 旅游 路 线 ， 就 比较 容易 了 。 
从 图 上 可 以 看 出 ， 沈 阳 一 > 天津 
一 > 南京 一 > 无 锡 一 > 苏州 一 > 
和 杭州- -> 上 海 一 > 大连 一 > 沈 
阴 ， 就 是 这 样 一 条 路 线 。. ”图 1 一 8 

例 1.4 有 四 位 教师 ， 四 门 课程 ， 若 教师 四 能 
教 物 迎 课 ， 风 在 代表 教师 申 与 物理 课 的 两 点 之 闻 连 
一 条 线 。 图 1 一 4 就 是 这 样 得 到 的 。 如 果 要 作 一 种 
工作 分 派 ， 使 每 个 教师 各 自 教 一 门 不 同 的 淋 ， 有 了 


sae 


图 1 一 4 后 ,就 容易 看 出 : B 
BOB, LHI. Be 
学 、 了 教化 学 , 就 是 一 种 安 
排 ， 图 上 用 粗 线 表示 。 meee 


aon wT 


例 1.5 为 表示 一 个 化 学 
分 子 的 结构 ， 我 们 可 以 用 一 个 
点 代表 一 个 原子 ， 两 个 原子 之 
志 有 几 价 化 学 键 ， 就 连结 几 条 
线 。 图 1 一 5 就 是 碳 氧化 合 物 
葵 的 分 子 结构 图 。 


什么 是 图 


上 面 几 个 例子 可 看 出 ， 客 观 世 界 里 的 天、 

事物 或 现象 ， 如 果 西 两 之 向 有 某 种 联系 ， 
称 为 二 元 关系 :如 例 1.1 中 的 父子 关系 ， 例 1.2 中 的 
直系 素 缘 关 系 。 例 1,3 中 两 城市 之 间 有 无 火车 或 轮 
其 可 直达 的 关系 ， 例 1,4 中 某 教 师 能 否 教 某 课程 的 
关系 ， 例 1,5 中 WR 子 之 间 的 结构 关系 和 有 几 价 化 
学 键 的 关系 ， 等 等 ， 当 我 们 要 研究 这 种 二 学 关系 ， 
从 中 找 出 规律 时 ， 可 用 点 表示 大 、 事 物 或 现象 ， 两 
点 之 间 肌 线 相连 ， 夹 示 它们 之 间 存 在 我 们 所 或 研 窜 
的 那 种 联系 。 这 样 就 可 以 得 到 反映 客观 实际 问题 中 


<5 ・ 


二 元 关系 的 一 个 数学 模型 一 一 图 。 

和 莘 而 襄 之 ， 我 们 所 说 的 图 ， 就 是 由 一 组 点 和 连 
线 记 构成 的 图 形 。 这 些 点 ， 我 们 称 作 图 的 项 点， 而 
连 线 则 称 为 边 。 带 前 头 的 过 特 称 为 有 向 边 。 

用 图 来 表示 一 些 客观 实际 问题 ， 会 使 问题 变 得 
简明 、 直 现 和 形象 化 。“ 因 为 没有 什么 东西 比 图 形 
更 容易 进入 人 们 的 思想 ” 这里， 我们 招 简 卡 尔 的 
名 言 中 “几何 图 形 ” 四 字 “ 偷 换 ” 成 图形 ” De ° 
对 图 进行 研究 ， 等 从 于 对 某 些 实际 问题 《中 的 二 
2R) AR. LOAM, MAR 
来 表示 ， 而 改 为 文字 叙述 。 那 么 ， 即 便 有 纵横 掉 赣 
的 口才 ， 仍 会 令 人 如 上 堕 五 里 雾 中 。 

要 注意 的 是 ， 我 们 讨论 的 图 与 几何 图 形 的 不 局 
之 处 是 ;在 几何 图 形 中 ， 点 的 相对 位 置 与 连 线 的 长 
短 曲直 都 是 至 关 重 要 的 。 而 图 论 所 关心 的 具 是 一 个 
图 有 多 少 个 顶点 ， 以 及 名 些 顶点 之 间 有 边 相连 。 至 
FRRAMES AUN KEAN, WERKE, 
可 以 任意 描画 。 只 娶 不 改变 两 顶点 间 是 否 有 边 相 连 
RRA, RNVARHER ARAB, BER 
的 (在 图 论 中 称 这 样 两 个 图 是 同 构 的 ) ， 因 为 这 样 
不 改变 有 关 二 元 关系 的 性 质 。 例 恕 图 + 一 6 与 图 
一 8 的 两 仿 图 ， 在 敬 论 中 被 认为 是 一 样 的 。 把 两 个 
图 的 项 点 作 恕 下 对 照 

4 一 - 沈阳 ，B 一 ~ 天 津 , C— A, D 一 

・6・ 


南京 ， 正 一 一 无 锡 ,F 一 一 苏 ， 
州 ，G 一 -杭州 ， 世 一 -上 
海 ， 那么 ,图 1 一 6 也 表示 
这 些 城市 两 两 之 间 有 无 火车 
或 轮船 可 直达 的 关系 。 

另外 ， 在 几何 图 形 中 ， 
把 边 看 作 由 许多 点 组 成 的 ， 图 1 一 6 
而 在 图 论 中 ， 边 的 唯一 作用 只 是 把 两 个 项 点 连接 
起 来 ， 因 为 它 只 表示 两 个 顶点 所 代表 的 人 、 素 物 
或 现象 之 问 存在 某 种 联系 。 也 正 因为 这 样 ， 一 个 图 
中 任何 两 条 边 ， 我 们 认为 它们 只 可 能 在 顶点 处 相 
遇 。 在 别 的 地 方 ， 任 何 两 条 边 看 作 立 体 交 又 。 画 在 
平 而 上 时 ， 那 些 在 平 两 几何 中 的 “交点 ”， 例 如 图 
1 一 2 的 人， 不 是 图 的 顶点 。 


一 些 图 的 名 称 


pte 而 所 到 的 几 个 图 ， 在 图 论 中 都 是 比较 重要 

的 。 记 有 边 都 是 有 商 边 的 图 ， 称 为 有 向 

图 , 钢 如 图 1,1 BF Ar Uae a AT COR AP A 

3) 的 图 ， 称 为 无 向 园 ， 除 图 1,1 外 ， 者 是 无 向 
图 。 

另外 ， 图 1 一 1 又 可 叫 作 有 向 树 ， 把 它 所 有 边 
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HME, BOER, AW. fh 
看 ， 它 多 象 一 标 倒 放 的 树 。 

象 图 1 一 2 那样， 任何 两 个 顶点 之 问 都 有 边 相 
连 的 无 向 略称 为 完全 图 ， 或 形象 化 地 称 它 为 “家 
庭 ” family) 。n 个 顶点 的 完全 图 特 记 为 K ,。 图 
1 一 2 是 KK。 一 BH OR? RE". 
般 前 非 完 全 图 ， 可 以 叫 作 一 个 “ 社 会 "(society)， 
它 顶 点 之 间 的 关系 象 社会 那样 形形色色 。 

两 个 顶点 间 最 多 只 有 一 条 过 相连 的 无 向 围 称 为 
简单 图 。 图 了 一 5 就 不 是 简单 图 ， 它 有 三 对 顶点 之 
问 有 两 条 所。 前 面 提 到 的 无 向 图 中 ， 除 它 以 处， 都 
是 简单 图 。 vs 

图 中 4 的 顶点 可 以 分 为 X 与 Y 两 部 分 ， 代 表 
考 师 的 四 个 点 与 代表 课程 的 四 个 点 ,分 属 不 同 部 
分 ; 同属 于 X 或 同属 于 Y 的 任 两 个 顶点 间 ( 教 师 与 孝 
师 、 课 程 与 课程 之 问 ) 均 无 边 相连 。 这 种 图 叫 二 部 
BROOK. HED 。 


“图 论 发 展 简况 
图 论 的 最 里 研究 。 可 以 追 滴 到 瑞士 数学 家 欧 


# (E+ Euler) 在 1736 年 发 表 的 讨论 当 
HELA EER “COPE” BIE ( 详 见 


“Be 


SiR) 。 星 期 的 一 些 与 图 论 有 关 的 全 究 ， 几 乎 都 
条 “- 桥 难题 ”一 样 ， 与 有 趣 的 数学 游戏 有 关 。 例 
如 1859 年 英国 数学 家 险 密 尔 顿 发 明 的 “环球 旅行 ” 

的 数学 游戏 〈 举 见 第 七 章 ) RRR He Oe 
密 尔 顿 问题 ”与 “ 货 部 担 问题 ”的 起 涯 。 这 类 问题 ， 
是 电 想 的 体操 ， 很 能 推动 人 们 去 恩 索 。 它 们 的 解 
答 ， 常 常 是 机 智 巧 恕 ， 引 人 入 胜 的 。 

184746, WHER A RIOR 电网 络 方 
AL, RRT RP MOB —MOK, RRR 
重要 标志 。 现 代 电 网 络 的 拓扑 分 析 方 法 就 是 在 他 开 
创 芍 方法 基础 上 发 展 起 来 的 。 

1857 年 ， 英 国 数学 家 山 莱 利用 树 的 可 念 研究 有 
机 化 合 物 的 分 -了 结构 。1878 年 ,山菜 的 一 位 朋友 雪 
尔 佛 斯 腾 C+ Sylvester) 在 奖 国 自然 杂志 上 发 表 
一 简 论 文 ， 首 次 正式 使 用 “图 ”这 个 名 词 。 

1850 年 ， 奖 国人 格 恩 里 提出 著名 的 四 色 狂想 : 
任何 一 张 平面 地 图 ， 痢 可 以 用 四 种 颜色 来 染色 ， 使 
得 任何 两 个 相 邻 的 国家 所 染 颜 色 不 同 ( 详 见 第 九 
章 ) 。 此 后 100 多 年 ， 一 代 接 一 代 的 数学 家 ， 都 十 
分 各 兴 越 地 致力 于 四 色 猜 想 的 研究 。 

一 般 认为 ， 系 统 研究 围 的 性 质 的 第 一 个 人 是 何 
牙 利 数学 家 喜 尼 烙 (D*Kaa ig) 。 他 在 1936 年 发 
AME «A EBLE 从 
1736 年 欧 拉 发 形 讨 论 “ 七 桥 难 题 ”的 论文 到 1936 年 

"gs 


架 尼 格 的 专著 出 hit. 这 200 年 标志 着 图 论 发 展 的 提 
长 历程 。 

近 ; 二 三 十 年 来 ， eet TTS re! 
推动 下 ,图 论 作为 组 合 数 学 的 一 个 分 支 , 新 军 突 
起 ， 活 路 异常 ,过 去 的 趣味 数学 ,也 被 同 予 新 的 严肃 
的 科学 目的 。 今 天 ， 图 论 已 在 运筹 学 、 电 路 网 络 、 
计算 机 科学 、 开 关 理论 、 编 码 理论 、 计 算 机 辅助 设 
计 ， 甚 至 化 学 、 社 会 学 等 许多 领域 得 到 广泛 的 应 
用 ， 并 成 效 卓著 。 

本 节 的 最 后 ， 我 们 准备 再 以 一 个 智力 测 改 是 来 
说 明 ， 怎 桩 把 一 个 实际 问题 巧妙 地 化 为 图 论 问 题 。 

例 1.6 在 一 本 名 册 《 美国 数学 月 刊 》 的 杂志 
上 ， 登载 过 这 样 一 个 叔 力 测验 题 : 任何 六 个 人 在 一 
起 集会 ， 以 下 两 种 情况 至 少 有 一 种 必然 发 生 ， 或 有 
三 个 人 彼此 认识 ， 或 有 三 个 人 彼此 不 认识 。 

它 不 是 代数 题 ， 也 不 是 几何 题 。 仔 细 分 析 ， 它 
是 讨论 两 人 认识 或 不 认识 的 关系 ， 也 就 是 二 元 关 

"人 Be 所 以 可 以 9 结 为 图 论语 
[xs 题 .按照 前 本 对 图 的 定义 ,一 个 
VX? 图 只 囊 示 一 种 二 元 奖 系 ， 所 以 
需要 画 两 个 图 ， 都 用 顶点 代表 

ーー 人 ， 第 一 个 图 中 ; 两 大 相互 认 

识 的 连 一 条 通 ， 遍 第 二 个 图 中 ， 两 人 羡 不 认识 的 ， 

才 连 一 条 边 。 我 们 在 图 的 概念 上 ,再 加 一 个 “染色 "的 
«10. 


报 念 ， 可 以 把 商 个 图 画 在 一 起 。 以 六 个 顶点 代表 六 
个 人 ， 两 人 互相 认识 的 ， 在 相应 丙 顶 点 闻 迷 一 条 红 
色 边 (图 1 一 7 中 以 实 线 表示 )》 ， 两 人 互 不 认识 的 
连 一 条 就 色 边 《 以 庶 线 边 表 示 ) 。 由 于 南 个 项 点 之 
间 不 是 以 红色 边 相 闫 ， 训 是 以 蓝 色 边 相 连 ， 所 以 全 
部 红 、 蓝 边 一 起 构成 一 个 完全 图 KK。。 贰 有 三 人 彼 
此 认识 。 则 图 中 应 出 现 一 个 红 边 三 角形 ; BSA 
征 此 不 认识 。 列 图 中 应 出 现 一 个 蓝 边 三 角 彩 。 因 此 
原 问题 就 变 为 下 列 问题 ， 完 全 国 K。 前 任 -- 边 染 Bk 
红色 或 蓝 色 之 一 ， 则 其 中 必 出 现 一 个 红 边 三 角形 或 
一 个 蓝 边 三 角形 。 图 1 一 7 中 出 现 两 个 蓝 边 三 角 
形 。 读 者 自己 也 可 以 画面 斌 试 。 

上 述 结 论 可 以 严格 证 明和 如 下 (和 看 不 治 的 读者 可 
以 咯 过 这 一 段 ) 从 六 个 顶点 中 任何 一 点 妨 开 始 考 
虐 《 见 图 1 一 8) ， 有 五 条 边 以 A 为 一 个 端点 。 这 
五 条 这 总 有 三 条 边 染 周 样 的 
He, AHRHLE GOR 
LEAN GU, LT RAGE 
 , Cama iyB, 
C. Ds 现在 考察 AB CD, 
车 它 三 这 会 染 为 划 色 ， 则 已 图 1 一 8 
证 得 图 中 有 一 个 蓝 这 三 角形 。 否 则 
红色 ， 潜 边 D 人 C 为 红色 ， 则 入 A EB 
=A®, HURLBDR CB 为 


红 边 三 角形 和 BD 或 A CB。 

类 仆 的 短 力 游戏 题 还 有 : 

“在 10 个 人 集会 时 ， 必 有 三 个 人 彼此 认识 ， 或 
下 个 人 彼此 不 认识 。?” 

“在 20 个 人 集会 时 ， 必 有 了 四 个 人 彼此 认识 ， 或 
中 个 人 彼此 不 认识 。” 

Die, WHEN “ME WAC. 
这 一 类 问题 在 图 论 中 称 为 兰 姆 赛 问 题 。 它 是 由 年 轻 
的 英国 逻辑 学 家 兰 姆 赛 《F 。P.Ramsey) 首先 研 
i. WGKA GE, EPR 年 ，1830 年 去 世 
时 ， 年 仅 26 岁 。 
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人 码 一 一 街 和 广场 
结 问 题 和 贪心 算法 


是 一 种 重要 的 图 。 要 了 解 树 的 确切 含义 ， 
还 需要 介绍 几 个 概念 ， 它 们 在 以 后 还 要 经 
常用 到 。 


SLD BE 


1 路 图 论 中 的 路 与 日 常生 活 中 所 说 的 “路 ? 
“十 分 相似 。 以 图 1 一 6 为 例 ， 我 们 可 以 
间 ，“ 从 A 沈阳 ) SH (上海) eA 路 ? ”图 
2 一 1 给 出 了 三 个 答案 。 从 图 论 角 度 看 ， 它 们 都 是 


图 3 一 1 路 
从 一 个 顶点 出 发， 交替 地 经 过 一 些 边 和 顶点 ， 最 后 
到 达 另 一 个 顶点 。 这 样 形成 的 图 称 为 路 。 图 一 1 
中 三 条 路 是 不 同 的 。 轿 中 的 路 最 简单 ， 顶 点 和 边 都 
不 重复 出 现 〈 实 际 上 ， 只 要 项 点 不 重复 ， 边 就 一 定 
不 重复 ) ， 称 为 点 不 重 路 。 人 中 的 路 边 不 重复 ， 但 
顶点 HH 重复 《上海 被 经 过 两 次 ) ， 称 为 边 不 重 路 。 
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乔 @ 中 的 路 ， 由 于 边 e ,重复 (苏州 到 上 海 这 一 旅程 
重复 ) ， 这 条 边 的 两 个 顶点 F 与 了 也 重复 ， 这 是 一 
般 的 路 。 

2. 回 路 ”一 条 路 的 起 点 和 终点 都 叫 路 的 端点 ， 
其 它 顶 点 称 为 路 的 中 间 项 点 。 丙 端点 重合 的 路 称 为 
回路 。 图 2 一 2 务 出 了 三 条 回路 。 其 中 @ 是 中 间 顶 
点 不 重复 的 回路 ， 称 为 图 ， MORAG BE, 
@ 是 一 般 的 回路 ， 它 的 边 e1 重复, 中 间 人 顶点 B 重 


A 
yt + 
Bg p 
sj ルル 
HE 


る @ 
图 2 一 2 回路 
3, 和 连通 一 个 图 中 任何 两 个 顶点 都 有 路 把 它们 
相连 时 ， 称 这 个 图 为 连通 图 。 前 面 画 的 那些 无 向 图 
都 是 连通 的 。 而 图 2 一 3 是 不 连通 的 顶 点 A、B、 
C、D 中 任 一 个 顶点 与 
顶点 FE 或 项 点 F、G、H 
， ry ERE. AIL 
b A 彼此 连通 的 部 分 称 为 有 
Se mW SED 。 几 个 连通 分 支 。 图 2 一 
图 2 一 3 有 三 个 连 台 分支 的 图 3 有 三 个 连通 分 支 。 
4. 度 “与 某 个 顶点 相连 的 边 数 ， 称 为 这 顶点 的 
+166 
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H.W 3 一 8 PEW AEM SEA ES. 当 
你 把 一 个 图 希 作 是 街道 交通 图 时 ， 顶 点 的 度数 就 是 
交叉 路 口 的 “又 数 ”。 图 2 一 3 中 ，A 是 三 又 口 ， 
B 是 加 又 口 ，G 与 HH 是 一 又 口 GERD , ERM 
品 ” 。 在 化 学 分 子 结构 图 中 ， 一 个 顶点 的 度数 就 是 
- 个 原子 的 化 合 价 。 

5. 笃 ”现在 ， 我 们 可 以 给 出 树 的 确切 含义 了 。 
一 个 无 圈 的 连通 图 称 为 树 。 自 然 界 中 的 “ 树 ” 的 转 
EU. RUE, REPS GEE? 地 
ERETRA MEA, CAAT OH RH 
K. PLM Am GER, 
CEERI)» EAM, fea 
BWA, WALA, RAIL. OE 
是 因为 一 个 家 谱 图 就 象 一 个 桂 ， 所 以 树 中 的 一 些 术 
语 也 沿用 了 家 谱 中 的 一 些 名 称 。 不 过 ， 图 论 中 的 树 
与 自然 办 的“ 笃 ”或 家 庄 图 还 是 不 一 样 的 ， 例 如 我 
们 可 以 把 一 个 权重 通 ， 使 得 你 任意 选 定 的 点 作为 
iB. 


密码 问题 
由 ”于 树 中 没有 图 ， 所 以 社 中 任何 两 个 顶点 之 
间 ， 只 有 一 架 眠 不 重 路 。 这 是 因为 一 个 树 
Pr 


通 好 以 后 ， 即 它 的 根 定 下 来 以 后 ， 就 可 以 把 它 当成 
一 个 家 谱 图 。 著 有 两 个 人 〔 顶 点) ， 四 是 乙 的 长 
辈 ， 那 么 因为 一 个 人 只 有 一 个 父亲 ， 一 个 祖父 ， 
个 曾祖 父 ……， 折 以 从 棋 点 乙 到 项 点 甲 只 有 一 条 点 
REM. BML E—-+FRA-PHER, EME 
然 在 同一 邊 家財 中 ELH, BDAA-KEA, 
册 于 四 与 乙 各 自 到 再 的 点 不 重 路 只 有 一 条 ， 记 以 乙 
到 币 也 只 有 一 条 点 不 重 路 〈 从 乙 到 再 的 点 不 重 路 加 
上 从 丙 到 币 的 虚 不 重 路 ) 。 

树 的 这 一 特点 可 以 应 用 在 编码 理论 上 。 

例 2. 仅 用 数字 0 与 1 来 编制 密码 ( 称 为 二 
EWE) ,假如 按 下列 方 法 编码 ， 

E N 8 5 了 


10 001 011 11 001 
当 我 们 接收 到 一 个 没有 分 隔 符 的 密 001011 
wh, BEAT DIP 
00 10 11 
Y E S 
是 英文 中 的 “是 ”， 也 可 以 译 玛 为 
001 011 
N40 
是 英文 中 的 “不 ”， 这 就 会 使 人 英 训 一 是。 消除 这 
种 误解 的 一 种 方法 是 ， OPRAH, BET 
KAT RATA, EAR 0, AL 
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表示 码 字 1 ， 或 者 说 ， 每 个 父亲 都 只 有 两 个 儿子 ; 
到 左 几 子 的 边 代 表 0 ， 到 右 儿 子 的 边 代表 1 ， 兄 图 
2 一 4 (1) 。 由 于 从 很 到 某 顶 点 只 有 一 条 点 不 重 
路 ， 把 这 条 点 不 重 路 所 经 过 的 边 上 的 码 字 依 次 排列 
就 得 到 一 个 二 进 制 数 ， 这 个 数 可 以 代表 该 顶点 & 这 
时 ， 当 我 们 了 图 3 一 人 《1 》 Beh 
数 作为 编码 时 ， 

[EN oS 了 


[30. 001 oa oo| 
刚才 那个 没有 分 隔 符 的 密码 001013 就 只 能 详 为 
001 on 
N 0 


¥ NN 
入 


eo 


图 2 一 4 二 分 村 与 编码 
不 会 再 产生 眩 义 。 这 是 因为 从 根 到 任何 一 个 树叶 的 
点 不 是 路 ， 不 会 经 过 另 一 个 树 寺 。 而 前 面 那 种 编码 
法 ， 画 到 二 分 树 上 后 ( 见 图 3 一 4 (2) 》 可 以 看 
到 从 根 到 树叶 N 〈 编 码 为 001)》 的 点 不 重 路 恰好 经 
过 另 一 个 编码 点 了 《00) 一 这 是 册 于 不 是 树叶 ， 
Hu, SPER Ro 
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秆 5- 场 


何 一 个 连通 图 ,车 它 无 猪 ,那么 它 就 是 

Ps Se, SPE Ob ER 条 一! 
W@, AME ORE, AOA, BE 
HL, en 用 这 种 “ 破 园 法 ”， 把 一 个 连通 图 的 
一 些 边 去 掉 后 ， 最 后 可 得 到 仍然 连通 ， 并 且 和 开国 的 
一 个 新 圈 。' 它 就 是 一 个 树 ,: 稚 个 糙 称 为 原 图 的 一 个 
生成 树 。 、 

一 个 图 是 否 连 通 ， 等 价 于 这 个 图 是 否 存 在 生成 
树 ， COE RTH Ai LRA RARE 
连通 。) 

例 *2 * (彰人 者 ) 有 六 个 小 村 庄 ， 其 中 
eH AAR. 问 : “ale pA EL 
全 村 ? 

解 ， 作 一 个 图 ，. 每 个 项 点 表示 一 个 村 民 ， 若 某 
两 个 社民 日 常 相 苔 交谈 ， 风 在 相 拉 的 两 项 点 闻 连 一 
条 这。…-' 寺 所 必 的 图 连通 肝 ， BNET He, ahi, 
WRB EH, BURT RH! 

: AEM re Tee ts 
一 RRA, RRR TB Ma, BARAT 
AGE PSS AA, a 
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比 它 的 顶点 数 少 一 《〈 缺 一 条 边 与 很 配 对 ) 。 

例 2*3 。 《〈 街 与 广场 的 命名 问题 ) 假设 有 这 样 
的 街道 与 广场 ， 任何 两 个 广场 之 间 ， 最 多 只 有 一 条 
io MER: . 

CLD AG TOL FE 4 2 BT PT 
Bee? CAM — i TO mr ty po 
场 ”， 那 么 这 条 街 就 取 名 为 “中 出 路 ” 》 

(2) 什么 情况 下 每 个 广场 都 可 以 用 与 其 相 过 
的 菜 一 街 来 命名 ? - 

解 , 以 广场 作 顶 点 ， 以 街道 为 边 作 一 个 图 G。 
问题 (1) 在 两 种 情况 下 有 解 。 

情况 一 ， 图 G 是 一 个 《无 向 ) 糙 ， 例 如 象 图 2 
一 5 那样 〈 图 中 笠 头 的 含义 
在 后 面 说 明 ) 。 我 们 已 经 说 
ht, ORAL, 毎 一 近 
均 可 以 与 它 两 端点 中 离 根 匀 
BMRA 〈 即 “儿子 
了 配对。 FUERA. HAT 
以 朋 离 根 远 的 那 一 端 广场 来 图 2 一 5 
命 各。 图 2 一 5 中 ， 每 条 街道 均 可 用 它 箭头 所 指 的 
广场 来 命名 。 

情況 二 , GS HAC, FARM C 的 所 有 
这 后 ， 任 一 连通 分 支 都 是 权 BERKS WR > 
树 ) ， 也 即 这 些 笠 都 以 图 C 上 某 一 点 作为 根 ， 象 图 

21 。 


2 一 6 那样， 去 挤 图 C 所 有 
Wa, BREED RSA 
BM, PBUAL, AlAs, 
A Asm. HFM C 上 
» ”的 顶点 数 和 边 数 相等 ， 所 以 
图 2 一 8 CEA BRO HF 
向 UATE Sty J)» FAA ae a 
名 。 符 个 树 形 上 的 街道 接 情 况 一 命名 ， 由 于 它们 的 
根 在 圈 C 上 ， 树 形 上 街道 不 会 以 圈 Ch 广场 来 命 
和 名。 所 以 每 条 得 均 可 与 一 个 广场 配对 。 图 上 每 条 街 


用 其 箭头 所 指 广场 命名 。 
问题 《2 ) 。 我 们 知道 ， 给 定 a 个 顶点 以 后 。 
其 中 边 数 最 少 


可 以 作出 很 多 过 这 些 顶 点 的 馆 
的 连通 图 一 定 是 楼 。 (一 个 六 ， 若 不 是 树 , 一 
删 去 一 些 边 ， 变 为 树 ， 而 树 中 任 
两 个 顶点 之 间 只 有 一 条 点 不 重 路 ， 所 以 树 删 去 任何 
一 边 ， 一 定 变 为 不 连通 ) ， 因 此 假如 图 G 是 树 , 逆 
么 ， 由 于 它 的 边 数 〈 街 道 数 ) 比 頂 点数 CRB 
少 一 ， 所 以 每 个 广场 不 可 能 取 不 间 的 街 名 。 

当 一 个 连通 图 不 是 树 时 ， 它 的 边 数 就 大 于 或 等 
于 顶点 数 ， 这 时 就 可 以 使 每 个 广场 用 与 它 相连 的 一 
条 街 来 命名 。 其 方法 如 下 ( 见 图 2 一 7》， 

先 用 破 圈 法 删 去 它 的 车 二 条 边 ， 使 其 成 为 〈 生 
成 ) 树 ， 图 2 一 7 中 删 去 的 边 以 虚线 表示 。 然 后任 
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过 -条 吊 去 边 ， 比 如 选 边 
人 长， 以 它 的 任 一 器 作 为 
生成 树 的 根 ， 例 如 取 和 为 
FR, Weep RRA A BL 
外 ， 顶 点 可 与 边 配 对 ， 也 
RB, GAD, 
ANH WT SIO 
的 一 街 来 命名 。 最 后 ， 我 图 2 一 7 
NUM GD) 来 命名 根 〈 广 场 ) A。 图 2 一 了 
中 箭头 所 在 的 那 条 竺 与 箭 尾 所 在 的 广场 天 对 。 

问题 1) 的 情况 二 ， 既 可 以 使 每 条 街 以 其 ~ 
端的 广场 命名 ， 辐 时 又 训 使 每 个 广场 以 与 其 相连 的 
一 街 来 命名 。 即 顶点 与 边 治 好 一 一 配对 ， 而 无 剩余 
的 顶点 或 边 。 


连结 问题 与 食 心 算法 


树 是 给 定 顶 点 以 后 边 数 最 少 的 连通 图 。 这 一 
性 质 在 实际 应 用 中 十 分 重要 。 

例 2*4 《连结 问题 ) 有 五 个 城镇 ,要 筑 公 路 把 
它们 连结 起 来 ， 两 镇 直接 连接 ,或 经 由 其 它 镇 连结 
都 可 以 。 每 两 个 城镇 之 间 的 公路 造价 见 图 2 一 8 。 
各 边 上 所 注 数 字 { 单 位 为 万 元 )， 在 图 论 中 这 帅 作 各 
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边 的 权 数 。 问 ， 这 条 公 
路 该 如 何 建造 ， 使 总 费 
用 最 少 ? 、 
、. 解 ， 这 可 以 归结 为 
求 连结 五 个 顶点 的 各 边 
权 数 费用 ) 之 和 景 少 
其 2 一 8 的 一 个 生成 树 (图 论 中 
叫 最 优 桂 》 。 为 什么 管 案 一 定 是 桂 呢 ?因为 假如 不 
是 桂 ， 又 要 求 连 帝 ， 那 勾 它 一 定 有 图 ， 去 撞 图 中 一 
近 SPHE-RAD BRAT EM, 新闻 
的 公路 总 造价 显然 比 原来 低 ， BELA fh iy HE 


.图 ， 它 的 公路 总 造价 一 定 不 是 最 少 。 


怎样 来 求 最 优 树 呢 ? “数学 方法 的 功能 不 仅 表 
现在 为 科学 研究 提供 抽象 而 简洁 的 形式 化 语言 ， 还 
表现 在 它 为 科学 研究 提供 数量 分 析 和 计算 方法 。” 
最 优 树 的 问题 可 以 在 电子 计算 机 上 用 克 WE AB 
《Kruskal) 的 颌 心算 法 来 求解 。 它 的 步骤 是 这 样 
的 : 

，@ 先 把 各 边 按 权 数 造价 ) 从 小 到 大 排 好 次 
序 ， 权 数 相同 的 ， 谁 先 淮 后 都 可 以。 图 一 8 中 
ABE —. ERM Ue, WA CM BE 两 
边 权 数 都 是 50， 我 们 让 A C 排 第 H, i Hee, BE 
Beso 

ORR TR MKF MEME ER, Hh 
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每 次 总 挑 景 大 的 吃 一 样 ， 我 们 每 次 挑 出 权 数 最 小 的 
边 ， 即 排 在 前 面 的 边 ， 连 绪 它 的 两 个 端点 。 例 如 ， 
先 用 e BA, B, FEU H eH HC, Dek 
一 条 边 、- 条 边 地 加 上 上 去 〈 见 图 3 一 9) 。 | 

人 @ 当 贪心 孩子 虽然 挑 到 了 景 大 的 苹果 ， 但 苹 巢 
是 烂 的 时 ， 他 一 定 会 扔 控 。 同 样 ， 当 一 条 新 边 加 上 
去 以 后 ， 产 生 一 个 图 (图 2 一 9 《4) 中 ， 当 et 加 
AAC. ER, FPR CDE C) ， 则 这 条 边 就 
谎 弃 不 用 ， 而 加 下 一 条 边 。 志 到 边 数 等 于 顶点 数 沽 
一 ， 这 时 已 经 得 到 一 个 树 ， 可 以 证 明 。 这 个 树 就 是 
要 求 的 最 优 桂 。 本 题 前 计算 过 程 见 图 2 一 9 中 (1) 
ーー (5) 所 示 。 


Aeon ho eB hp! op 


oc 0 
Sf of 
De eE D +s po 
9 9 @ 


Ao—tton 4 2119 " a i) B 
5 
[ee 
¥A oe fa fe 
De D4 5 ME 
w 回 @ 
图 2 一 9 


(5) ROR RBS, AM Met 
5+ 8+10+50=73 (万 元 ) 


注意 ， 当 各 边 权 数 互 不 相同 时 ， 管 案 GRAD 是 
唯一 和 的。 否则 最 做 树 不 唯一 ， 但 它们 总 造价 是 一 样 
的 。 如 本 题 ， 假 车 我 们 让 BE 边 为 es ,AC 边 Hes, 
那么 ， 按 贪心 算法 得 到 的 最 优 择 如 图 2 一 9 (8) 
所 示 ， 它 的 总 造价 也 是 73 万 元 。 
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高 斯 八 后 问题 
一 一 先 深 搜 索 


迷宮 


APMED” ER 


“phe A? HORE A 
ALAR. BK ARS ER MO 
说 过 “没有 数学 语言 和 数学 符号 的 帮助 ， 人 们 就 
不 可 能 了 解 它 指 现实 世界 ) 的 片 言 只 语 ， 没 有 它 
们 ， 人 们 就 会 在 黑暗 的 迷 官 中 徒劳 地 徘徊 。” 所 以 
数学 是 打开 科学 迷 官 的 一 把 乌 匙 。 

那么 ， 智 方 游戏 中 的 迷宫 读 如 何 走 呢 ? 数学 同 
PLATT RA MAR. SEM, eT 
OTE ARTE RHI DE OE 司 回 
头 ”。 

JARRELL” Bo ALPE, BAL 
进去 以 后 ， 同 着 一 侧 墙 前 进 ， 这 时 即使 走 过 另 一 个 
AH, HEPA AREAS, BOR, i 
是 仍然 沪 这 侧 墙 继续 前 进 。 一 直 直 到 尽头 ，“ 磁 
壁 ”以 后 才 回 头 ， 转 到 另 一 侧 墙 。 只 有 当 一 个 新 的 
入 口 在 所 走 的 那 一 侧 墙 ， 才 进 这 个 入 口 ……， 这 样 
一 定 可 以 走 到 迷 官 中 央 〔 有 时 是 走 到 迷宫 另 一 边 出 
口 处 )。 

“不 接 南 墙 让 回头 ”， 本 来 是 形容 一 个 人 复 顽 
RR, ROB ARS AA. BRR A 
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“HE” ARSE PRE, HR 

政变 成 电子 计算 机 的 一 种 算法 ， 巴 作 “ 先 深 搜 索 方 “ 
法 ”。 这 种 方法 可 以 用 来 解决 许多 图 论 问题 ， 尤 其 
在 人 工 智能 上 ， 经 常用 到 它 的 基本 思想 。 


先 深 搜索 


我 们 先 解释 什么 昌 搜 索 ， 再 解释 什么 叫 先 座 
搜索 。 这 里 所 说 的 搜索 就 是 对 各 种 可 能 的 
情况 进行 导 密 周到 、- -点 不 尘 的 考察 。 从 前 一 节 前 
内 容 可 知 ， 当 一 个 问题 的 各 种 情况 可 以 曾 成 一 个 珊 
于， 就 化 成 了 对 图 的 每 个 顶点 的 考察 ， 图 论 中 称 为 
对 顶点 “搜索 ”或 “访问 ”。 前 一 节 我 们 按照 图 2 
一 和 那个 二 元 树 求 编码 ， 实 际 上 就 是 从 择 衫 到 每 一 
个 树叶 的 搜索 ,从 而 找到 每 一 个 树叶 的 密码 。 搜 索 的 
方法 主要 有 丙种， 一 种 叫 “ 先 广 搜索 ”， 另 一 种 就 
是 由 “碰壁 加 头 ” 策 栅 引 导 的 “ 先 深 搜索 ”。 用 于 
树 的 “ 先 深 搜索 法 ”的 步 又 为 ， 先 搜索 树 根 ， 然 后 
搜索 它 最 左边 的 儿子 ; 一 般 地 ， 当 一 个 顶点 被 搜索 
以 后 ， 下 一 步 就 搜索 它 的 还 未 被 搜索 过 的 最 左边 的 
包子， 尽快 地 向 纵 诬 推进 ， 直 至 搜索 到 树叶 (没有 
儿子 的 顶点) “ 碰 辟 ”。 然 后 就 “ 画 头 ”一 一 
返回 到 它 的 父亲 ， 再 从 这 个 父亲 的 另 一 个 未 被 搜索 
・30・ 


的 最 左边 的 儿子 继续 搜索 

…… 象 图 3 一 1 那样 的 树 ， 中 

«PRR FAD eyo wW 
o> © GED GO OY 
—>@© CEH, 再 返 回 

1) 一 > 人 @ 一 > 外 一 > 四 图 8 一 1 
OOD 。 为 说 明 如 何 用 “ 先 深 搜索 
法 ”来 解决 问题 ， 我 们 用 著名 数学 家 高 斯 提出 的 “ 八 
Sha” FHT MRE. 


高 斯 八 后 问题 


大 家 知道 ， 国 际 象棋 里 的 “皇后 ”可 算是 个 
“ 铁 女人 ”， 它 不 仅 象 中 国 象棋 的 “车 ” 
那样 ， 可 以 吃 掉 棋 扒 上 与 它 同一 行 或 同一 列 的 棋 
子 ， 还 可 以 吃 掉 同 一 条 对 角 〈 斜 ) 钱 上 的 棋子 。 高 
新 提出 这 样 的 问题 ，“ 现 有 从 个 皇后 ， 要 放 到 8 x 
8 的 国际 象棋 的 棋 基 上 ， 使 得 她 们 彼此 不 受 威胁 ， 
即 没有 两 个 皇后 位 于 同一 行 、 网 一 列 或 同一 对 角 线 

上 。 问 : 有 几 种 族 法 ? ” 

起 初 研 究 这 一 问题 时 ， 朵 难 很 大 ， 高 斯 当时 认 
为 有 76 个 解 。1854 年 ， 不 同 的 作者 在 柏林 的 象棋 杂 
志 上 ， 总 共 只 发 表 了 40 个 解 。 实 际 上 这 个 问题 有 92 
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个 解 ， 其 中 的 12 个 解 ， 我 们 写成 8 个 数字 的 排列 ， 
列 出 如 下 ， 
(72631485) (613528374) (68417263) 
(35841726) (46152837) (57283148) 
(16837425) (67263184) (48157263) 
(51468278) (42751863) (35281746) 
排列 (72631485》 中 第 几 个 数字 类 示 第 几 行 的 
皇后 所 放 的 列 数 ， 第 一 行 皇后 在 第 ”7 列 ， 第 二 行 皇 
后 在 第 2 列 ， 第 三 行 皇后 在 第 6 列 ，…… 等 等 ， 见 
图 3 一 2 (1) HR, BH Pes 
解 。 有 了 一 个 图 解 后 ， 按 逆 时 名 方向 分 别 旋 转 90”、 
180*、270* 又 可 得 出 其 它 三 个 管 案 . 图 38 一 2(2) 


与 (3) 分别 是 (1》 旋 转 90° 与 180° 得 到 的 新 答 
案 ,( 可 能 有 重复 的 ， 例 如 (35281746) 的 图 解 旋转 
ited £8 nt ssgers 180" 以 后 与 原来 一 
i HH Ro) HIST 
#2 3 HT] 解 作 主 对 角 线 (从 
actos 下 左上 角 到 右 下 角 的 
(1) て 25485 9 (の 295425) 对 角 线 ) 的 対称 
face 87g 于 省 sg 7 6 图 ， 又 可 得 到 新 的 
HH ITH ee, ma 一 2 
| 回 | 
sche 4 (A) 是 《1) 投 
7 回 
HEE] 到 He 此 法 得 到 的 新 图 
(3 41586372) (6) 524088 17) 
图 8 一 3 解 。 
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为 简便 而 又 说 明 问题 ， 我 们 把 “ 八 后 问题 ”的 
规模 缩小 为 “四 后 问题 ”:， “ 在 4 x 4 的 棋盘 上 放 
打 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 皇后 在 同一 行 或 周一 列 或 
同一 对 角 线 上 。? 看 看 怎样 用 “ 先 次 搜索 法 ”来 求 
解 。 

先 考 虑 “任何 两 个 皇后 不 能 在 同一 行 且 不 能 在 
同一 列 ” 这 个 条 件 。 当 第 一 个 皇后 放 在 第 一 行 某 一 
列 时 ， 由 于 放 在 第 二 行 的 皇后 不 能 与 它 同 列 ， 所 以 
具有 3 个 列 可 以 放 ， 耐 再 放 第 三 行 的 皇后 ， 就 只 有 
2 种 可 能 放 法 ， 最 后 放下 去 的 皇后 只 有 一 种 选择 。 
总 的 可 能 放 法 相当 于 甲乙 ` 丙 .本 四 个 人 排 成 一 列 。 
有 和 多少 种 排 法 ,成 1 、2 、3 、4 这 四 个 数 有 多 少 
种 排列 。 这 共有 

AX3X2x1=24 (AD 

我 们 用 (ijkly 来 由 示 24 种 放 法 ，i、j, k 
芒 次 为 第 一 、 二 、 三 、 四 行 皇 后 所 在 的 列 数 ( 送 4 
个 数 各 不 相同 ， 各 了 到 1 、2 、3 、4 这 加 个 数字 中 
某 一 个 ) 。 例 i= 8 ,j=1,k=2,)= 4B C124 
表示 第 一 行 皇后 在 第 83 列 ， 第 二 行 皇后 在 第 1 列 ， 
第 三 行 皇后 在 第 3 列 ， 第 四 行 皇后 在 第 4 列 这 一 种 
放 法 。 记 号 Gl) 出 央 示 第 一 、 二 行 皇后 分 别 放 
在 第 3 列 、 第 1 列 ， 而 第 三 、 四 行 皇后 还 未 放 的 状 
So ENMBHRR, WRI 8 一 8 所 示 的 一 张 
表 ， 其 最 后 列 为 四 个 皇后 既 不 同行 也 不 同 烈 的 24 种 

+ 383.. 


, i (1234) 
| 2* 3) 1 G24} 


| 
i “| 
; (4**) 


{ (1824) 
1 Q342) 
{ G42) 
\ 《1432) 


图 3 一 3 ， 

现在 我 们 把 表 转 化 为 图 。 吉 中 每 一 种 状态 作为 
一 个 项 点 。 可 作出 一 个 办 GRAB) , 见 图 8 一 
4。 表 中 26), (13) 、 ae) 是 状态 
(1 <* 的 三 个 于 状态 (前 三 者 都 是 后 者 在 第 二 
行 再 放下 一 个 皇后 得 到 的 状态 ， 见 在 图 中 ， 代 宕 
前 三 者 的 顶 点 是 代表 后 者 的 顶点 的 此 子 。 树 中 每 个 
顶点 所 代表 的 状态 ， 可 由 报 Cv ゃ う 到 该 顶点 的 点 


o 


上 
-各 | 
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不 重 路 所 经 过 的 各 边 数 字 依 次 排列 得 到 。 例 如 顶点 
EXRRRA 13*) ， 顶 点 T 表 示 状态 (3142) 等 
等 。 有 了 状态 栅 以 后 ， 剩 下 的 问题 就 是 对 这 24 种 状 
态 进 行 判别 ， 也 就 是 对 树 的 24 人 树叶 进行 搜索 ， 看 
哪 一 种 状态 还 符合 最 后 一 个 条 件 “ 任 何 两 个 皇后 还 
不 在 同一 对 角 线 上 。”. 这 就 要 用 到 “ 先 深 搜索 
法 ”， 每 搜索 树 的 一 个 顶点 ， 用 .上 述 条 件 进行 一 次 
判别 ,在 解 我 们 的 “四 后 问题 ”〈“ 八 后 问题 ”也 一 
RB, RMA OR” RFR. 当 某 項 点 被 
判定 不 符合 条 件 时 ， 则 它 前 子孙 也 不 会 符合 条 件 。 
例 顶 点 B 为 状态 G2) ， 第 一 、 二 的 皇后 已 在 同 
一 对 角 线 上 ， 见 图 3 一 5 (2) ， 则 它 的 两 个 儿子 
C Q28*) 与 D (124*) ， 两 个 孙子 (1234) 与 
(1243) 都 不 会 符合 “和 任何 两 个 皇后 不 在 同一 对 角 
线 上 ”这 一 条 件 。 因 此 ， 巴 点 B 以 下 的 料 梳 可 全 部 
“前 去 *, 即 它 的 子 情况 不 必 再 考察 。 现 把 对 (1.…+》 
与 《3+**) 的 全 部 子孙 进行 搜索 的 过 程 列表 于 图 3 
一 5 中， 类 下 字母 对 应 于 图 3 一 4 的 状态 。 表 中 打 
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x 处 ， 是 不 能 往 下 放 皇 后 的 格子 。 图 3 一 6 表示 了 
对 这 部 分 进行 “ 先 深 搜索 ”的 行进 路 程 ， 打 x 处 表 
示 “《 剪 被 ”。 对 状态 周 左 边 一 灶 搜 索 ， 得 到 一 个 解 
为 R (2413) ， 郊 图 3 一 5 (8) MAR. MA. 对 
树 的 右边 一 六 搂 索 ， 可 得 另 一 解 T (8142) ， 见 图 
3 一 4 。R 与 ?各自 按 递 时针 方 向 诡 转 90"、180°、 
270 得 到 扔 是 本 身 。 有 与 T 是 关于 主 对 角 线 对 Bic 
的 。 ， 


图 3 一 6 
REO, AAT CREM 。 筑 
CRM GERAR ， 在 电子 计算 机 上 算出 
“高 斯 人 后 问题 ”的 全 部 92 个 解 时 ， 你 一 定 会 感到 
1H 吉 的 高 兴 。 
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ARES ETAT 分 油 问题 
一 一 最 短路 
本 っ 


« FRR’ R-HA WR, MRSA 

在 儿 时 就 已 知晓 :一 个 人 带 了 一 上 只 狼 、 

一 只 着、 一 榨 白 沫 想 淡 过 河 去 。 现 在 只 有 一 条 小 

船 ， 每 次 只 能 载 一 个 人 和 一 件 东 西 。 人 不 在 时 ， 狼 

会 吃 羊 ， 羊 会 吃 菜 。 要 你 想 出 一 种 渡河 次 数 最 少 的 
方案 ， 把 三 件 东西 都 安全 地 带 过 河 去 。 

“分 油 问 题 ”我 们 也 一 定 听 说 过 ， 现 有 一 个 装 
满 8 斤 油 的 瓶 ， 另 有 两 个 宝 瓶 ， 分 别 可 装 5 打 油 与 
Sri, WER CARBS) 把 8 斤 油 平 
分 为 两 个 4 斤 ， 而 且 使 倒 的 次 数 最 少 ? 

还 有 “最 短路 问题 ”， 已 知 一 个 图 上 各 条 街道 
的 长 度 ， 要 找 出 一 条 从 甲 地 到 乙 地 的 行走 路 线 来 ， 
使 得 走 过 的 路 程 最 得 。 

这 三 个 问题 初 看 起 来 ， 似 乎 风 马 生 不 相 及 ， 但 
数学 的 奥秘 正在 于 此 ， 它 的 高 度 抽象 性 ， 保 证 了 它 
的 广泛 点 用 性 。 我 们 将 会 君 到 ， 当 数学 的 魔杖 揭 起 
它们 的 面纱 时 ， 它 们 原来 是 那样 的 相 象 一 一 它们 本 
FAA IA As Shae 


解 最 短路 问题 
的 标号 算法 


例 4,1 图 4 一 1 中 各 边 上 的 数字 家 示 各 街 
道 的 长 度 、 试 找 出 一 条 从 A 到 [的 最 短路 
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来 。 

yi 当然 我 们 可 以 想法 凑 

> 出 管 染 来 。 但 这 不 是 科学 

7 办 法 。 并 且 ,用 潍 的 方法 对 

于 比较 复杂 的 图 就 无能 为 

图 4 一 1 力 了 。 下 面 介绍 的 方法 是 

犹 克 斯 脱 拉 (Dijkstra》 

在 1959 年 发 现 的 ， 叫 作 标号 算法 。 用 这 种 算法 编 成 

程序 ， 可 在 电子 计算 机 上 计算 不 管 多 么 复杂 的 图 的 

最 短路 问题 。 

REAM “BE” AARAWN Fi Be 

碑 。 现 在 你 可 以 把 “标号 算法 ”的 过 程 ， 想 象 为 给 

图 上 每 个 顶点 立 一 决 里 程 牧 的 过 程 。 不 过 在 这 里 。 

当 树 碑 工 作 结束 时 ， 每 一 处 碑 上 的 数目 表示 从 起 点 

和 到 该 处 的 最 短 里 程 数 〈 用 方 框 内 的 数目 表示 ) 。 

每 一 个 阶段， 给 未 笠 碑 的 项 点 算出 一 个 里 程 估计 终 

值 ， 然 后 给 取 值 最 小 的 一 个 顶点 树 碑 (这 个 最 小 信 
就 是 它 的 景 短 里 程 数 ) 。 

@@ 每 阶段 用 上 一 个 阶段 中 蜀 宇 碑 的 那个 顶点 作 

为 出 发 点 来 考虑 问题 。 (开始 以 起 虚 作 为 出 发 点 。 

它 的 里 程 数 当然 应 为 面 。) 先 给 每 个 末 树 黎 的 顶点 

AW} RAE: PSUR RO CRE 

BORN ARHEE BWA, REET 

出 发 点 的 里 程 数 加 上 出 发 虚 到 该 顶点 的 那 条 边 的 长 
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度 ， 其 它 不 与 出 发 点 邻接 的 项 点， 这 个 初 值 取 一 个 
很 大 很 大 的 数 ， 例 如 取 所 有 边 上 里 称 数 的 总 和 ， 或 
HK, 用 “co” (RAD ER. 

' 呈 用 本 阶段 得 到 的 里 程 估 计 初 值 与 上 阶段 得 到 
药 里 程 估 诗 终 值 比较 ， 取 较 小 的 那个 数 作为 本 阶段 
的 里 程 居 计 终 值 《 已 笠原 的 顶点 不 必 算 ) 。 第 一 院 
有 段 ， 此 终 值 就 等 于 里 程 情 计 初 值 。 

名 在 虐 面 的 估计 终 值 中 求 出 一 个 最 小 的 ， 给 那 
个 顶点 树 碑 ， 它 应 该 是 下 一 阶段 计算 里 程 居 计 初 值 
的 出 发 点 。《 有 多 个 顶点 取 到 最 小 值 药 ， 任 意 取 定 
一 个 ) 

二 记 住 上 述 最 短 里 程 数 是 由 前 些 阶段 哪个 已 树 
BG a OS SAS iE RAIN BE BE, J 
那 条 边 描 成 粗 线 ， 它 是 最 短路 要 经 过 的 边 。 

REG, PARA BOR, He 
为 ! 呆 。 与 人 邻接 的 点 是 8、C.D 三 点 ， 它 们 各 自 的 
里 程 信 计 初 值 与 终 什 痢 一 样 ， 分 别 为 2，8 ，1， 
其 它 顶 点 均 为 >。 最 小 值 是 1， 顶 点 D 取 此 最 小 值 
给 DD 笠原 [Li。 人 第 二 阶段 以 DD 为 担 发 点 ， 与 它 争 接 但 
未 树 碑 移 顶点 为 C 与 ,它们 的 里 程 估计 初 值 各 为 ， 
画 + 9 =10，4J+ 7 = 8 ， 而 它们 在 上 阶段 的 里 程 
估计 终 值 各 为 0 与 8 ， 取 其 小 者 ， 得 本 阶段 药 蜂 程 
估计 终 什 分 别 为 10 与 8 。…… 对 照 图 上 一 1 ， 标 号 
HE CHAE ) 用 下 表 来 表示 ， 其 中 数字 是 本 阶 
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县 的 里 程 信 计 终 值 。 七 个 阶段 何 时 在 图 4 一 2 的 
て 1 うーー て 7 ) 中 画 出 ， 图 上 把 里 程 信 计 终 信号 
在 贺 国 里 面 ， 以 免 与 边 的 长 度 相 混 清 。 
醋 休 -所 国 a 帳 
BM 发 点 D .上 的 边 | 
1| 4 | hi AD 
ref p AB 
la| Bo BE 
a E |f Is nz EF 
5! F 回 WM me | 
@ C nla ce | 
G [| | fel cumer | 


注意 ， 最 后 阶段 ， 由 于 [的 最 短 里 程 数 为 12， 
它 陈 等 于 G 的 最 短 里 程 数 加 上 边 GI 的 长 ， 也 等 于 F 
的 最 短 里 程 数 加 上 边 FI 的 长 度 ， 若 取 边 GI， 则 入 
到 I 最 短路 应 是 沿 图 4 一 2《 7 了 ) 的 粗 线 边 前 进 所 
#, WABEFCGI, 车 取 边 FI， 则 全 到 1 的 最 短路 
应 滞 图 4 一 2(8) 的 粗 线 边 前 进 ， 为 A BEFI。 总 
的 路 程 都 是 12。 ( 还 可 职 边 ED 其 实 ， 标号 算法 不 
仅 算 出 闪 到 1 的 最 短路 ， 还 同时 算出 了 A 到 其 它 顶 
点 的 最 短路 。 几 4 一 2《7 ) 或 ( 8 ) 的 粗 线 边 并 
不 是 构成 一 条 路 ， 而 是 构成 原 图 的 一 个 生成 树 《 称 

+ 4Be 


Zs. 全 


VAN 
as | 
中 
个 
Ae) . 
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回 


Ls 
* LN 
VY 


fj 4 一 2 
为 原 图 的 景 短路 树 形 图 一 ~ 不 要 和 原 图 的 最 优 笠 浊 
请 ， 这 里 《 7 ) 从 本 也 是 原 图 的 最 优 树 , 但 《8 ) 
并 不 是 原 图 的 最 优 树 ) 。 从 入 到 某 硕 点 的 最 组 路 ， 
正 是 这 个 生成 树 上 大 A 到 谈 硕 点 的 点 不 重 路 ( 这 是 
唯一 的 》。 例 如 从 入 到 D 的 最 短路 只 有 一 条 边 4D， 
而 从 丰 到 6G 的 最 短路 为 A BEFCG。 
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狼 羊 菜 渡河 问题 
现 在 我 们 来 着 于 把 这 个 问题 化 为 图 的 景 短路 
问题。 首先 必须 作 一 个 图 ， 它 的 顶点 是 淡 
河 过 程 中 出 下 的 各 种 情况 。 为 明确 超 见 ， 候 定 是 从 
河 的 西岸 小 到 河 的 东 崖 。 先 不 考虑 “人 不 在 时 ， 涩 
Sv, RAS” MEE, WAAL 
SEMEN MEL FAN, ASR 
在 河西 岸 ， 河 东 岩 是 空 的 ， 我 们 由 
athe 
KAR, HHRADL DRO, AM 
SEHR ARTS. SOR, BFA TA RL TAL 
下 16 种 。 
CDRS | (2a eel 
Cop. el CORT al 
(5 > fa 半 、 En| C6 fA, ae, BE, He 
Crop S aes] C8 pKa 寻 
oe) ee ee S| 
ape A. CORD 
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cs fale CORD 受洗 
asf Fa] ODED. a al 

当 我 们 考虑 了 “人 不 在 时 ， 阁 会 吃 羊 ， 闪 会 吃 菜 ” 
这 一 条 件 时 ， 访 全 发现 上 而 16 种 情况 中 ，( 5 、 
€@). C7). C9). C100, (15) KOH}! 
情况 是 不 允许 的 ， 例 如 情况 《7 ) ， 河 东 涯 的 狼 会 
放 挤 羊 。 所 以 可 能 多 许 出 现 的 请 况 只 有 10 种 ， 因 此 
我 们 所 作 的 图 有 10 个 顶点 。 

HEAT LRA RZ, 
‘EPA AB RP DE — Sd HP a EZ, 
也 可 以 返回 去 变 为 情况 甲 ， 所 以 这 里 连 的 是 无 
边 》。 这 样 ， 我 们 得 到 疼 4 一 3 。 我 们 的 波 河 方案 


a 
图 4 一 3 
就 化 为 在 该 图 中 找 一 条 有 从 项 点 人 (EER 到 
BREED Hh. ARB, BO 
流 河 方案 。 当 我 们 不 但 要 求 渡 过 河 去 ， 还 要 求 沪 河 
的 次 数 景 少 ， 那 么 我 们 把 图 的 每 一 条 过 的 长 度 都 看 
作 1， 此 时 路 的 长 度 就 是 路 的 边 数 ， 也 就 是 渡河 的 
次 数 ， 因 此 问题 就 化 为 求人 到 的 最 短路 问题 。 我 
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们 对 最 短路 问题 已 会 用 标号 算法 求解 ， 图 4 一 3 的 
各 项 点 的 景 短 里 程 数 已 标 在 图 的 各 顶点 旁 。 图 上 用 
粗 线 边 画 出 了 一 条 最 短路 AFCGBHEJI， 共 渡河 ? 
次 ， 男 外 还 有 一 个 渡河 方案 为 AFCIDHEJ, 也 是 
渡河 7 次 。 原 因 是 你 作 到 第 三 阶段 时 ， 最 小 的 里 程 
FRA 8 ， 而 顶点 G 与 ] 都 取 到 这 个 最 小 值 ; 
以 后 ， 顶 点 与 D 的 最 短 里 程 数 也 都 是 4 。 当 我们 
取 边 BH 时 得 到 前 一 个 方案 ， 取 边 DH 时 ， 就 得 到 后 
一 个 方案 。 


分 油 问 题 


在 来 解 用 三 个 瓶子 分 出 两 个 4 斤 油 的 间 

题 。 有 了 解决 狼 羊 染 湾 河 问题 的 经 验 ， 吻 
知 我 们 应 该 作 一 个 图 ， 把 三 个 壮 里 装 油 的 情况 作为 
AA, 用 (5, 8, ORR AR MRO 
WT SF SAR, ER 
推 。 如 果 铺 况 甲 可 以 经 过 倒 -一 次 油 转化 为 情况 乙 , 则 
应 连 一 条 从 顶点 甲 指向 顶点 乙 的 有 向 边 ， 假 如 情况 
乙 同 时 也 能 经 过 合 一 次 油 转化 为 情况 甲 ， 则 应 把 两 
荣 方 向 相反 但 两 端 相同 的 有 向 边 合并 成 为 一 条 无 向 
边 。 营 情况 乙 不 可 能 转化 为 情 癌 甲 ， 则 只 者 甲 指向 


A の 
乙 的 有 向 边 。 例 如 ( 3,2,3 ) 一 > (6,2,0) 一 > 
・46・ 


C3, 2, 8 )， 则 顶点 (3，2，3 ) 与 (68， 


[a 

2, 0 ) 闻 有 一 条 无 向 边 。 但 是 ，( 3 ,2,3) => 
《5，0，3), 而 ( 5，0，8 ) 不 可 能 经 一 次 
MH C8, 2, 8) CAVE 
BY, RRL SE, Bab F 6 古 
的 油 全 部 倒 过 去 ) ， 所 以 有 一 条 从 (3，2，3) 
指向 ( 5，0，8 ) 的 有 向 了 这。 把 图 的 所 有 可 能 的 
顶点 按 以 下 方法 布置 ， 可 以 使 得 到 更 图 比较 清楚 ， 
面 且 勾 称 ( 参见 图 4 一 4 ), 由 于 三 个 瓶 中 油 的 总 
数 为 8， 也 就 是 Ca，b，c ) 这 一 情况 中 a+b+c 
= 8， 因 此 ， 定 下 《b，e ) 这 后 两 个 数 ， 也 就 定 下 
a， 从 而 确定 情况 (a，b，e )。 而 (b,c ) 可 以 着 
作 誉 标 平面 上 横 坐标 为 pb， 纵 黛 标 为 c 的 点 。 由 于 
b& 5，c& 8， 所 以 可 能 的 顶点 都 在 连结 A CO, 
0)、B (5，0)、C(5，3) . DCO, 8) 
这 四 个 坐标 点 QAM C8, 0, 0), (8, 
5, 0). €0, 5, 8). (5, 0, 38) KB 
种 情况 ) 所 成 的 矩形 内 。 我 们 再 注意 到 每 次 倒 油 ， 
AMOK DELIA, DRS PBST, 
者 乙 瓶 例 满 了 才 算 倒 完 。 因 此 ， 每 倒 完 一 次 ， 三 
瓶 中 必 有 一 个 瓶 是 空 的， 或 有 一 个 瓶 是 满 的 。 进 ~ 
步 分 析 可 以 看 到 。 

OAPRESH, 具有 頂点 C 所 代表 拘 情 況 
CO, By 8) 5 ARI, RAR MARR 
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表 的 情况 (8。 0, 0) 。 

国 五 帮手 是 空 的 情况 ， 其 顶点 必 在 和 与 D 连 B 
上 ， 五 斤 瓶 是 满 区 情况 ， 其 顶点 必 在 B 与 C 连 线 
上 。 

母 三 斤 翘 是 空 的 或 满 的 情况 ， 其 顶点 必 分 别 在 
A. BRC, DD 的 连 线 上 。 

Bz, FARA, AER ABCD 
四 条 边 上 。 最 后 得 图 4 一 生 。 为 醒目 起 见 ， 有 向 边 


.图 4 一 4 

画 成 虚线 。 这 样 ， 分 油 问题 就 变 成 图 和 一生 中 求 一 
AM (8, 0, 0) BCA, 4, 0) 的 最 短路 。 
图 4 一 4 中 有 的 边 是 有 向 边 ， 神 当 于 实际 生活 中 的 
STH, VERIO MAE, We 
WS HE. Ak, BFC eS 
要 作 一 点 小 小 的 修改 ， 才 能 在 具有 有 向 过 的 图 中 使 
Ai, 当 每 一 阶段 选 定 出 发 点 A 以 后 ， 凡 是 箭头 指向 
RSA NA AE pe. BOR, 
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条 从 了 指向 六 的 有 向 边 ， 只 鲍 许 从 DB 出 发 ， 沿 此 边 
到 A ， 而 不 准 逆 行 。 在 本 阶段 计算 里 程 估计 初 值 
时 ， 要 求 从 人 出 发 ， 而 A 到 B “不 能 通行” ， 所 以 
了 的 初 值 为 c"。 此 时 只 有 当 B 在 上 一 阶段 的 里 程 信 
计 终 值 很 小 时 ， 它 才 有 可 能 在 本 阶段 结束 时 ， 作 为 
笠 碑 的 顶点 ， 并 且 取 作 最 短路 上 的 那 条 边 ， 一 定 是 
在 A 前 面料 侠 的 菜 个 顶点 指向 B 的 有 向 边 或 无 向 
边 。 也 就是 说 从 B 到 A 的 有 沿边 不 会 被 取 必 最 短路 
上 前边。 而 在 久 后 阶段 中 ， 轮 到 了 作为 出 发 皮 时 ， 
AACR, MA Ba A MAE Ree 感 。 
所 以 这 种 有 向 边 可 以 控 老 。 在 图 4 一 人 中， 用 标号 
千 法 计算 几 步 后 ， 那 些 画 此 线 的 有 身边 ， 可 以 全 都 
氛 去 ， 第 一 阶段 ， 指 向 《8 ，0 ，0) 的 六 条 有 向 
边 可 以 所 去 。 并 且 由 于 顶点 C8, 5, 045 《5， 
0, 8) 前 里 程 估计 终 和 为 1 ， 所 以 它们 是 第 二 、 
三 阶段 的 出 发 点 。 这 样 ， 指 向 它们 的 备 六 条 边 紧 接 
着 可 以 擦 去。 同样 由 于 顶点 《0 ， 5, 3) 的 里 各 
估计 终 值 为 3 ， 很 快 轮 到 它 作出 发 点 ， 最 后 剩 下 的 
六 条 指向 它 的 有 向 边 也 被 氛 去 。 所 以 对 图 4 一 4 施 
用 标 呈 算法， 实际 上 只 要 对 所 去 所 有 有 向 这 的 无 商 
图 施用 标号 算法 。 其 结果 一 一 每 个 顶点 的 最 短 里 程 
数 已 标 在 图 中 每 个 顶点 旁 ,从 (8，0，0) 到 
C4, 4, 0) 的 最 短路 由 粗 线 边 蝴 出 :。 
€8,0,0) => (3,5, 0 ) > cae) 一 > 
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a NN a 
(6,2,0) 一 > €6,0,2) —> (1,5,2) 一 > 

rN 
(1,4,3) 一 > (4, 4, 0 ) 读 者 可 以 用 列表 的 
方法 算 一 下 ， 看 看 上 面 的 结果 对 不 对 。 

RANMA: “At. Git. SPS 
个 瓶 ， 如 何 把 10 乒 油 平 分 为 两 个 5 斤 ， 并 使 倒 的 次 
数 最 少 ? ” 

这 一 问题 请 读者 自己 试 试 ， 找 到 它 的 答案 。 

最 短路 问题 并 不 是 都 能 找到 答案 ， 象 以 下 这 个 
分 油 问 题 , 就 不 在 在 分 法 :能 否 用 十 六 斤 , 于 二 斤 、 
七 斤 三 个 瓶 ， 把 16 斤 油 平 分 为 两 份 ? ”这 个 问题 可 
玖 化 为 图 4+- 5 中 ， 找 一 条 从 项 点 A (16,0,0) 到 
顶点 *(8 ,8,0) 的 GERD 路。 注意 本 例 与 图 4 
一 生 不 同 之 处 仅仅 在 于 十 六 斤 瓶 空 的 情况 可 以 有 
(0，12，42、D(0，11 、5)、E(0。10。 
6.)、F《 0，9，7 ) 四 种 ， 这 四 个 点 在 一 条 直 
线 上 。 我 们 可 以 象 图 和 4 一 4 一 样 分 析 ， 可 知 本 偿 的 
所 有 可 能 匡 点 在 五 边 形 AB CEFG 的 五 条 边 上 ， 

图 4 一 5 上 的 有 向 边 已 经 全 部 擦 去 ， 其 理由 与 
解 图 4 一 4 的 最 短路 时 一 样 。 

为 前 目 起 气 ， 图 4 一 5 的 顶点 画 为 黑 点 与 加 图 
两 种 ， 边 画 成 患 线 、 实 线 两 种 。 当 我 们 用 标号 法 来 
求 它 的 最 短路 时 ， 当 所 有 画 成 加 图 的 项 点 得 到 标号 
(料理 ) 以 后 ， 所 有 画 为 黑 点 的 顶点 ， 其 里 程 估 计 


0 


次 信人 多 为 ce， 无 法 得 到 标号 ， 也 就 是 说 ， 无 论 怎 桩 
便 油 ， 不 可 能 出 出 黑 点 所 天 东 的 那 种 博 况 。 因 此 不 


图 4 一 5 
存在 从 (16，0，、0 ) 到 ( 8，8，0) 的 ( 景 短 ) 
路 。 这 就 证 明了 用 十 六 斤 、 十 一 斤 、 七 斤 三 个 瓶 把 
16 帮 油 平 分 为 两 份 的 分 法 是 不 存在 的 。 
景 后 要 说 明 的 是 ， 不 仅仅 是 上 面 那 些 管 力 测验 
可 以 化 为 最 短路 问题 ， 重 要 的 是 许多 实际 问题 的 数 
学 模型 古 景 短路 问题 。 例 如 ， 随 闭 印 别 电路 与 集成 
电路 的 复杂 程度 日 益 增 加 ， 必 须 用 求 最 短路 的 算法 
求解 决 其 老 线 与 元 件 布 局 问题 。 
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七 桥 难 题 一 一 握手 定理 
一 一 笔画 


水 ie | | 


Oy 


七 桥 难 题 


au 士 的 著名 数学 家 葡 te C Euler) 在 172? 年 
瑞 他 20 岁 时 ， 被 邀请 到 俄国 彼得 堡 〈 现 在 叫 
列宁 格 勒 ) 科学 院 做 研究 工作 。 在 那里 ， 他 的 一 位 
德国 期 友 户 他 提出 一 个 曾 使 许多 人 因 奸 的 “七 桥 难 
a”. 

MA BRt WER GERRI 
THD A-+5, 4 Ww 波 【 见 图 5 一 工 中 
A )， 普 雷 格 尔 河 的 两 条 支流 从 它 两 边 流 过 。 有 七 
座 桥 ， 把 这 个 岛 和 三 个 陆 区 B、C 和 D 连 接 起 来 。 
要 设想 一 条 散步 的 路 径 。 使 得 能 走 过 每 座 标 一 次 且 
只 一 次 ， 并 回 到 出 发 点 。 

很 多 人 试验 过 不 少 走 法 ， 但 均 末 成 功 。 还 有 上 比 
葡 联 明 的 人 ， 想 出 一 种 系统 的 试 法 ， 先 把 七 应 桥 从 
1 到 7 编 上 号 ， 如 果 存 在 一 种 这 样 的 散步 方案 、 那 
么 把 依次 雯 过 的 桥 的 号 码 从 左 到 右 写 出 来 就 是 1 一 
7 这 七 个 数字 的 一 个 排列 ( 相当 于 七 个 人 的 一 种 排 
以 方式 》。 比 如 他 依次 走 过 1 号 燃 、3 号 酉 、5 号 
8. 6S 458. 2H. TER, Mase 
来 的 排列 就 是 
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1356427 。 
lie a DIB TAH SH 
1234567, 1234576, 1234657, 1284675, ee 
一 共有 
TXEXH5X4AXBXAX LE =5040 
个 排列 ， 然 后 一 个 一 个 试 《 见 图 5 一 1 ) 。 这 种 方 
法 化 乱 试 要 好 ， 只 要 有 了 时间， 每 个 试验 化 费 半 和 分钟 


图 5 一 1 
的 话 ， 连 续 42 个 小 时 可 以 试 完 。 但 这 种 方法 仍然 是 
很 不 理想 的 。 假 如 桥 数 增加 到 20 产 ， 记 有 可 能 的 排 
列 个 数 是 个 可 怕 和 的 天 文 数字 ， 

20X19X…X AX L- 
= 2 432-902 008 176 640 000° 

BME seep FH 1S AER, RS 
每 算 一 次 可 试 一 种 方案 ， 不 间断 地 试 验 ， 要 化 764 
SEAS, LEP BRA 
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欧 拉 的 结论 


所 短 既 营 ， 所 见 自 高 ， 欧 拉 究 竞 不 愧 为 大 数 
学 家 ， 他 不 是 一 个 一 个 去 试 ， 而 是 首先 抽 
去 “七 桥 难题 ”的 表 而 现象 ， 抓 住 问 题 的 本 质 。 在 
APP, MS MA. BROKER BR 
RE, BEWARE R MRM. Alt, 他 
把 四 块 地 方 各 缩 成 一 个 点 ， 七 座 
桥 变 成 七 条 边 ， 得 到 图 5 一 2 所 
示 的 图 。 此 时 ，“ 七 桥 难 题 ” 化 从 p 
成 了 “一 笔画 问题 ”， 即 图 5 一 
2 是 否 可 以 不 重复 地 一 笔画 出 
来， 并且 回 到 出发点。 这 里 所 说 Wo 5 一 2 
的 “一 笔画 ”是 指 ， 笔 不 准 离 级 ， 把 图 的 每 条 边 都 
画 出 来 ， 每 条 边 都 不 许 重复 ， 但 任何 一 个 顶点 是 多 
许多 次 经 过 的 。 这 样 欧 拉 在 1736 年 发 表 了 图 论 方面 
的 第 一 篇 论文 ，《 依据 几何 位 置 的 解 题 方法 》， 宣 
布 “ 七 桥 难 题 ”是 无 法 解决 的 ， 即 不 存在 这 样 一 种 
散歩 方 案 。 

为 什么 呢 ? 因为 假若 存在 这 样 欧 散步 方案 ， 就 
等 于 图 5 一 2 可 一 笔画 出 来 。 而 一 个 图 能 一 笔画 且 
回 到 出发 点 的 话 。 对 每 个 项 点 来 说 ， 从 -条 边 画 进 
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来 ， 必 须 从 另 一 条 边 通 出去 。 也 就 是 说 ， 每 个 顶点 
肥 接 的 边 数 一 定 是 偶数 ， 即 每 个 顶点 的 度数 都 应 该 
ABS CAAT AM 作假 顶点 )。 而 图 5 一 2 
中 ，4 个 顶点 的 度数 全 是 奇数 《 称 之 为 将 顶点 ) 
所 以 这 是 不 可 船 的 。 

你 看 ， 这 是 多 么 的 机 等 ， 多 么 的 巧妙 ! 在 这 
里 ， 我 们 看 到 了 数学 方法 所 具有 的 抽象 能 力 和 严密 
拱 理 功能 是 如 何 帮 助人 们 超越 感性 经 验 ， 撒 挤 现 实 
问题 中 许多 无 关 紧 村， 但 容易 障 人 守 目 的 表面 现 
复 ， 取 紧 把 据 问题 的 本 质 特征 的 。 我 们 看 到 数学 方 
.法 是 如 何 轻而易举 地 解决 了 那 种 单 壹 日 常 的 自然 说 
言 后 无 法 解决 的 难题 的 。 

亲爱 的 读者 ， 难 道 你 不 想 折 上 数学 的 超 膀 ， 在 
科学 的 蓝天 上 自由 凑 闭 罗 ? 


一 笔画 定理 


拉 不 仅仅 是 解决 了 “七 桥 准 题 ”， 而 且 给 
出 了 判别 饪 何 一 个 畏 是 否 可 以 一 笔画 的 简 
单 易 行 的 准则 ， 我 们 称 它 为 “一 笔 表 定理 ”， 
《 1 》a。 车 一 个 图 能 一 SHS, Be 
点 ， 则 该 图 连通 ， 并 且 所 有 顶点 为 个 顶点 。 
b。 反 之 亦 对 : 假若 一 个 图 连通 ， 并 且 它 全 
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是 个 顶点 ， 则 可 以 从 任何 一 点 出 发 ，- 笔 画 完 这 个 
图 ， 且 回 到 出 发 虚 。 ( 这 一 笔画 就 是 一 条 包含 图 中 
SHUNUFEER, HRB. AR 
HR, MOR. ) 

て 2 ) a。 若 一 个 图 能 一 笔 匈 完 ， FB 起 
点 ， 风 此 图 入 通 ， 兴 且 除 一 笔画 的 起 点 、 经 染 为 有 


TR, HRD ATR. ュー 


be MR A ARE, ICH 
个 奇 顶 吉 ， 风 可 以 从 其 中 任 一 个 奇 顶点 出 发 ， 一 笔 
画 完 这 个 图 ， 最 后 画 到 另 一 个 奇 项 点 。 CRB 
E-RUSG HSB MOT, BT. 
WS SE, 

Ait, — PS As SRS RA 
奇 顶 点 时 ， 放 可 以 一 笔画 ( 包括 可 以 回 到 出 发 点 与 
HRSG SAAR). RABE 5 一 鞋 中 过 
结 A、D 的 4 号 桥 挪 一 下 位 置 ， 让 它 横 跨 在 C、B 
之 间 ， 这 时 新 的 七 桥 问 题 就 有 解 了 ， 因 为 与 它 对 应 
的 图 , AOL ON DAR UREA. Dae 建 
8 号 桥 ， 那 么 可 以 从 C 出 发 ， 一 次 散步 走 记 这 八 座 
桥 ， 且 知 座 桥 只 经 过 一 次 ， 最 后 到 达 B。 可 见 ， 问 
题 的 本 质 在 于 桥 的 位 置 ， 也 就 是 图 中 顶点 之 间 的 二 
元 关系 。 

一 笔画 定理 是 可 以 严格 证 盟 的 ， 有 兴趣 的 读者 
可 以 参看 姜 谷 驳 先生 著 的 《 一 笔画 与 邮递 路 线 》。 
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握手 定理 .. 
ste 漠 可 能 丑 问 ， 一 个 图 茎 是 只 有 一 个 桨 项 
点 ， 是 什么 情况 购 ? 我 们 现在 来 说 明 ， 这 
种 情况 是 不 会 出 现 的 。 任 何 一 个 图 , Ri ES 
&, ERAT RAT ROE AAR CR HK 
—~ WA ) 。 为 证 骨 这 一 Bik, BARA 


下 结论 。 
‘Sree. 任何 一 个 加 > RBC A 
于 边 数 的 2 售 《 因此 是 个 候 数 > eo 


RAS ee MA 
项 点 表示 人 人， 两 个 人 在 一 起 握 子 手 ， 就 在 两 顶点 间 
连 一 条 边 ， 那 全 某 项 点 的 度数 ， 就 是 其 人 的 手 被 所 
过 的 次 数 。 提 手 总 是 何 个 人 一 起 所 ， 或 说 一 对 、 一 
对 地 握手 。 因 此 上 述 定 现 研 形象 地 表述 为 : “许多 
人 在 兄 面 时 握 了 手 ， 则 被 握 过 的 手 的 总 次 数 等 于 所 
PRR.” 

定理 的 正确 性 极 易 证 明 。 因 为 每 如 边 在 它 的 两 
个 端点 计算 度数 时 ， 各 被 计算 了 一 次 ; 正 象 每 次 握 
手 ， 总 是 商 只 手提 在 一 起 ， 在 计算 被 提 过 的 手 的 总 
次 数 时 ， 每 只 手 各 算 了 一 次 ; Fn IE 
应 等 于 边 数 的 二 售 。 

«BGs 


用 握手 定 殖 即 可 推出 ， 任 何 一 个 图 的 琳 项 点 的 
总 个 数 是 个 握 数 ， 即 寄 项 点 癌 是 成 对 出 更 。 这 是 因 
为 - 
全 部 顶点 度数 总 和 = 各 奇 顶点 度数 总 和 + 各 偶 
项 点 度数 总 和 ， 
或 者 是 - 

SRA AR AA = 全 部 顶点 度数 总 和 -各 候 
顶点 度数 总 和 。 

而 由 舞 手 定理 ， 上 式 右 边 第 一 项 RM) 
是 饮 数 ， 而 作为 减 数 前 那 一 项 是 一 个 个 偶数 外 加 ， 
无 论 多 少 个 位 数 相 加 ， 结 果 仍 为 偶数 。 这 样 有 边 是 
一 个 惕 数 闫 去 另 一 个 偶数 ， 所 以 结果 还 是 偶数 。 也 
就 是 说 ， 左 端 项 “各 奇 顶点 的 度数 总 和 > 是 个 介 
数 。 既 然 如 此 ， 又 由 于 每 对 奇数 相 加 ,结果 是 候 
数 ， 倘 著 膏 顶 点 不 是 成 对 出 更 ， 那 么 各 奇 硕 点 度数 
加 起 来 的 总 第 个 麻 数 ， 而 不 是 个 数 ， 与 上 面 所 说 
FR, FOS R—E RAT. 

例 5"1 在 8 x SHER REL, BYSD 
种 不 同 避 法 《从 A 格 就 到 了 格 与 内 B 格 昧 到 人 格 算 
是 间 一 种 跳动 >? SRBS—3 C1). 

解 , 作 一 个 图 ， 集 棋 杏 的 每 一 格 对 应 图 中 一 个 
顶点。 一 只 马 能 从 一 个 阁 子 经 一 次 虹 动 跑 到 另 一 个 
格子 ， 则 在 所 对 应 的 两 个 顶点 之 问 过 一 敌 边 。 这 时 
候 ， 原 问题 就 化 作 “ 图 中 有 多 少 条 边 ? ”( 这 个 图 

“Gi 


gat, FUR 
MISE RAE HL D 
_RRBFRe, 
可 先 计 算 各 顶点 
的 度数 〔 它 等 于 
某 格 子 的 马 有 见 
PRATT 
本 ROBE). Rat 
StS RG REAR 
2. HES —3 
图 5 一 3 C20 WR, te 
FURR TMT, BEE — BE 
都 有 CPARMRE, PRA PA OAL 
数 为 8.《 见 图 5 一 83( 4 ) )。 由 图 5 一 8 (8》 
可 见 ， 纠 点 丸 度数 为 2 ， 根 据 对 称 姓 ，4 个 角 上 的 
顶点 度数 均 为 2。 顶 点 B 的 度数 为 83， 由 对 称 性 ， 
相应 的 8 TOURER 8. UE CHB, 周 
中 共有 20 个 这 桩 的 顶点 ! KG PORE BS 
格子 ， 对 应 的 顶点 度数 为 6 ， 就 象 D 一 样 。 所 有 项 
点 的 度数 者 号 在 图 5 一 8 ( 4 ) 的 格子 中 。 因 此 各 
页 点 度数 总 和 为 
4 る + X88 +20X 4+i16x6+16x 8 
= 336 - 
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、 白 以 响 中 共有 336*+ 2 = 168 条 边 ， 即 马 在 国际 象棋 
盘 上 共有 168 种 不 同 的 网 法。 


多 笔画 定理 


现 在 可 以 米 证 明 以 下 多 笔画 定理 了 ， 它 的 证 
明 方 法 在 下 一 节 “中国 邮 进 员 问 题 ” 中 仍 
有 用 。 

多 笔 国定 理 :任何 一 个 有 2 上 个 奇 顶 点 ， 戎 上 对 
奇 颈 点 的 连通 图 可 DE i, BE 少 ka Hi 
Cke1). 

为 什么 嘱 ? ARREARS, 
可 分 为 x 组 每 一 组 人 为 地 涨 加 一 条 边 ， 连 结 一 对 
AUR. MED, 印可 OR 2 aR 
A, PRAER-SAGARA. RE. 
WRU, “Tre aOR A 
I A, HEC pa ER 
J A 7 54 
(注意 这 ,条 边 彼此 无 公共 『 | 了 
预 点 》， 也 就 是 k 笔 画 。 


深 上 四 条 边 ( 画 成 贺 弧 形 ) 后 ， 就 成 了 图 5 一 ,5 
C1). A5—5 (2) BTR 5 一 5 的 一 个 一 笔 


“De EE 
Qj 


、 图 : 5 一 5 

Hi, RAPAARMAMMUC 。 es, ee ewe 
H, CBA RAM 5 一 4 的 四 笔画 : 

BAT IHGFEL Cee) Gy LI Ce, ) IKD; 
ECe,)DCBCe,) Ke 

LMRENT CAUSE. HEREBY 办 

,法 ， 少 于 上 笔 把 图 的 所 有 边 都 画 完 呢 ? 不可 能 。 假 
加 k 一 工笔 可 以 甫 完 所 有 边 ， 即 在 图 中 找到 k -.1 
条 边 不 重 路 或 边 不 重 加 路 ， 它 们 色 食 了 图 的 所 有 
边 ， 我 们 就 会 推断 出 原 图 最 多 只 有 上 - 芋 对 奇 顶 点 
的 结论 ， 这 与 已 知 条 件 矛 盾 。 实 际 上 , 我 们 注意 
到 ， 对 每 条 边 不 重 回路 来 说 ， 它 的 每 个 顶点 用 控 了 
偶数 条 边 ， 而 对 每 条 边 不 重 路 《 不 是 回路 ) RU, 
上 只 有 出 发 点 与 终点 用 掉 耶 奇数 条 边 。 就 算 这 k - 1 
笔画 全 部 不 是 加 路， 那么 最 多 只 有 k- 工 对 【每 笔 
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画 的 起 点 与 终点 ) AOR. AALS AD 连 
通 囲 不可 能 k- 1 笔画 完 它 所 有 边 ， 当 然 笔 数 再 少 
更 不可 能 了 。 


一 笔画 的 例子 


5*2 在 8x8 的 国际 象棋 盘 上 跳动 一 只 

马 ， 娶 使 马 完成 每 一 种 可 甬 的 跳动 ， 并 且 

都 从 好 一 次 《与 例 5*1 一 拌 ， 从 A 格 路 到 了 格 和 从 也 

糙 跳 到 人 格 算是 同一 种 跳动 ) ， 问 这 是 否 可能 ? 
( 参 児 田 5 一 8) 

Ri 象 例 5*1 一 样 作 一 个 图 ， 本 例 的 问题 就 化 
为 该 图 能 否 一 笔画 。 马 就 是 一 灾 “HS” , ERB 
一 次 相当 予 通 下 一 条 边 。 这 个 图 的 备 顶点 度数 已 在 
图 5 一 8 (4) 中 给 出 ， 由 于 它 有 8 个 奇 硕 点 《者 
ESE) ， 所 以 不 能 一 笔画 《即使 不 要 求 加 到 起 
点 ) 。 也 就 是 说 ， 格 马 在 国际 象棋 盘 上 完成 每 一 种 
可 能 的 跳动 ， 并 且 都 恰好 一 次 是 不 可 能 的 。 

BERNA, AGERE ET, 

HP AB? BRA A BOR 

“oe MCAS A HERE RB BN”, WER EQ DN Bp 

格子, RAPIER. CEH 

论 中 包含 某 图 全 部 边 的 边 不 便 路 或 边 不 重 回路 ， 它 
5 


背 定 包含 昨 的 全 部 顶点 ,. 但 某 些 顶点 可 以 经 进 儿 
次 。 而 后 者 ,要求 华 个 格子 都 路 追 ， 但 只 准 胰 对 一 
次 。 此 时 有 前 跳动 可 以 不 完成 。 它 化 为 图 论 中 人 包 合 
基 图 全 部 顶点 的 点 不 重 路 (或 图 ) ， 图 的 有 些 边 可 
以 不 经 过 。 

例如 图 5 一 6 这 样 的 “棋盘 ”， 一 只 马 林 以 中 
遍 它 的 全 部 15 个 格子 ， 并 且 每 个 格子 只 经 过 一 次 ， 

Py BA Re sh 

加 Lama, vin 
到 8 ，…… 等 等 ) ,但 读者 已 
WERE, FERS RR” 上 
— FDA HR eA TA 
的 多聞 HASH — tee ett 
可 见 ， 这 两 种 问题 是 不 相同 的 。 

例 5.3 - 给 定 一 个 由 16 条 线段 构成 的 图 形 ， 兄 
图 5 一 7 实 线 部 分 。 证 明 : 不 可 能 引 一 条 折线 ;与 
RRB eH 7 
一 次 。 该 折线 可 以 是 v, aN ヽ 
Aas kee /SA 
以 不 相连 ) 自身 相 | IE 
交 的 但 折线 的 顶点 CX N ピ レン ン 
不 在 给 定 的 线段 上 ， TS 
而 且 边 也 不 通过 这 些 昌 5 一 了 
RS A COE WET” aD 。 

・66・ 


#: 这 个 问题 是 周 外 一 道 街 力 竞 赛 三， 初 油 似 
乎 与 一 笔 负 没有 关系 ， 但 它 可 以 化 为 一 笔画 问题 。 
RNBURRRBRERECHM, “RO” WH 
是 它 的 顶点 ， 则 图 G 的 内 部 有 5 个 区 域 ， 外 部 有 一 
个 区 域 (把 18 条 线段 想象 成 16 堵 堵 ， 则 在 它们 内 部 
“ 田 出 ”五 所 《宝地 ”， 外 部 男 有 一 块 “ 安 地 ”。 
这 “宝地 ”， 就 是 我 们 记 说 的 “区 域 ” ) 。 我 们 来 
作 一 个 断 图 G*: 在 G 的 每 个 区 域 中 取 定 一 个 点 ， 
作为 G' 的 预 点 ,图 5 一 7 上 用 数字 标 贡 ， 图 G 的 
ARERA-RARRE, WEG "的 对 应 两 项 
点 六 舌 一 条 边 ， 生 与 该 公共 线段 相交 一 次 。 例 如 区 
域 1 与 8 之 闻 有 公共 线段 6e;:， 则 在 G 的 顶点 1 与 6 
之 阅 连 一 条 过 e? 与 ci 相交 一 次 ， 同 祥 ， 它 们 还 有 公 
HeMBle,, HUVEC MWA 1 OZ 
边 eS 与 6 相交 一 次 。 这样 得 到 的 图 G”( 图 5 一 ?中 以 
BRT OE RACHA. Ci 以 下 关系 

G* TA = G 的 区 域 数 

G“ 的 边 数 = G 的 边 数 。 
当 G 过 通 时 ，G* 的 对 侦 图 就 是 G 《从 图 5 一 7 也 可 
看 出 这 一 点 ) 。 

现在 你 把 G HMB HR, WT 以 者 
到 ， 原 问题 化 为 G "能 不 能 一 笔画 的 问题 。 由 于 G* 
HATHA, WAL. 、2 、4 都 是 5 度 点 ,而 省 
点 6 为 9 度 点 ， 所 以 至 少 要 3 第 画 , 不 可 能 一 第 
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画 。 这 就 证 明了 不 可 能 引 一 条 折线 与 G 的 每 条 边 都 
恰好 相交 一 次 。 、 

以 上 是 关于 一 笔画 的 一 些 智力 测验 题 ， 下 而 我 
们 给 出 它 在 通信 理论 中 的 一 个 重要 应 用 ， 这 个 间 题 
称 作 “ 电 传 机 问题 ”或 《 帘 效 率 计算 机 就 轮 设计 间 
G? . 194048 Me CU» G+ Good) BATIK 
图 绘 予 解决 ， 论 文 在 1946 年 正式 发 表 。 。 

例 5"4 图 5 一 8 是 一 个 旋转 鼓 轮 ”者 三 分 为 
16K, FRR MS 
AAG. SRB AS: 
0 《无 电流) , Si Bui 

9 信号 二 (有 电流 )。 图 5 一 + 8 

图 5 一 8 中 就 团 所 在 位 置 由 四 个 触 点 
按 蜂 时 针 方 向 给 出 读数 0010( 相 当 寺 十 进 制 的 273 
把 鼓 论 顺 时 针 转 过 一 眉 ， 读数 将 是 1001 (十进制 
的 9) ， 但 再 转 过 两 段 ， 读 数 又 是 0010 。 现 在 要 
Fl, KIC MBAR, BRB wR, whe 
GEE Bd BE 16-7 Fa he — ER 

=H BR. 0000, 0001, 0010, :6011， 

tities. 0, 1, 2、. 8, 

HE WR. 0100, 0101, 0120, 0111, 

十 进 制 数 ; 4, 5, 6, 7s 

THAR: 1000, 1001, 1010, 1011, | 

tHe, 8, 9。 10, 11， 
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二 进 制 数 ，1100。1ii101，1110，1111， 

十 进 制 数 :， 12,， 18。 14。 15。 

解 : 鼓 轮 的 16 颖 按 顺 时 针 方 向 依次 用 pi\pa、 
…pies 来 表示 ， 每 个 符号 都 可 以 取 0 或 1， 它 们 相 
继 给 出 的 四 位 二 进 制 数 ， 见 图 5 一 9 。 


一 ploplpsps<prIpzpspt<-pzpspips “oq 
PisPigPtPs—PigPisPigPi~PrsPisPisPis … 一 
图 5 一 9 


问题 就 是 这 16 个 符号 各 自 完 竟 取 0 还 是 1 。 古 德 把 
它 化 为 图 论 问题 。 他 把 所 有 三 位 二 进 制 数 把 表示 
0 一 ?这 八 个 四 位 二 进 制 数 的 左边 第 一 位 0 全 去 
掉 ， 就 得 八 全 三 位 二 进 制 数 ) 作为 顶点 。 边 怎么 取 
De? 比如 顶点 p :Pszps, 若 另 一 个 顶点 的 后 两 位 数 与 
pipzps 的 前 两 位 数 pip :相同 这样 的 项 点 只 有 两 
个 :0pip: 与 1pips*) ， 则 画 一 条 有 向 WM, 从 后 
者 指向 p :psp，; 若 另 一 个 顶点 的 前 两 位 BP iP, 
了 s 的 后 两 位 数 P .Ps 相同 (也 有 两 个 顶 点 ，P :ps0 
与 pzps 1) ， 则 前 一 条 有 向 边 ， 从 p 1Pzps 指 向 后 
#, 见 图 5 一 10。 有 向 边 是 这 样 用 一 个 四 位 二 进 制 
RAR, PERE MRE AHO, A 
JAS BIA LE 
作 它 的 末 位 数 。 

注意 ,对 顶点 
190 of (Pi =P, A 8 一 10 


=Ps= 0) 与 顶点 位 工 过 (p1=P:=ps=1) 来 
说 ， 按 围 5 一 10 的 画 法 ;得 到 图 5 URNA 
dd. HOS MOD OPE A Gas, RAT 1 IPR 
PB CAD, CLL a Se PB. 


[el [st] 
eg Spor] mgt “yan 
BM 5 一 11 
这 样 可 以 得 到 8 个 顶点 ，16 条 有 岗 边 的 一 个 有 向 
图 ， 兄 图 5 一 12。 其 中 每 个 项 点 的 入 度 (镜头 指 
EWU SRE 第 头 离开 它 的 边 数 ) 都 是 
3 。 (一 条 自身 回路 ， 入 度 与 出 度 各 算 1》 一 从 
图 5 一 12 看 得 更 清楚 。 
下 面 来 求 出 图 
wi 5 一 12 的 一 条 有 向 
-mu 的 歼 拉 回路 ， 凤 包 
uo 仿 图 的 所 有 有 疝 边 
站 。 洽 好 各 一 次 的 有 向 
ou LB COMMA EE 
mo ”前 走时 , 走 的 方向 
ww 与 每 条 边 的 指向 一 
图 5 一 2 SO. 可 以 证 明 “ 一 
个 有 向 图 ， 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 的 入 度 都 等 于 它 
» 70* 


的 出 度 时 《不 同 顶点 的 入 度 、 出 度 可 以 不 同 ) 器 
申 存在 一 条 有 疝 欧 控 回 路 ”。 实 际 上 ， 一 个 项 点 的 
入 度 等 于 出 度 时 ， 有 几 条 边 画 进来 ， 就 恰好 有 同样 
的 边 数 可 以 亚 出 去 ， 所 以 图 中 有 一 条 有 向 的 欧 拉 回 
路 。 我 们 在 解释 无 向 图 的 一 笔画 定理 时 ， 已 经 使 用 
过 “ 面 进 来 ”、“ 夯 出 去 ”这 样 的 术语 ， 实 际 上 对 
于 有 向 图 才 是 货真价实 移 “ 画 进来 ”一 一 岳 有 向 边 
方向 ， 从 别 的 顶点 画 到 该 顶点 ! 与 “ 画 出 去 ”一 
再 从 以 该 顶点 为 岂 发 点 航 有 疝 边 画 到 其 它 顶 点 。 

图 5 一 12 各 顶点 的 出 度 、 入 度 均 为 8， 所 以 存 
在 一 条 有 拘 欧 拉 回 路 ， 按 图 上 各 边 的 下 标 次 序 画 ， 


即 a:>az->a:>…->als->al 就 是 一 条 有 疝 “ 一 笔 
通 ”。 拒 各 边 所 代 天 前 四 位 二 

emma Gomme LO Ry. 
SAI. EO “©: 
Sei EH ase —h B, 

ea RAM El 
ARARUAR (图 上 当前 次 om 5 一 18 

态 是 以 a14 的 未 位 数 排 在 最 前 面 ， 紧 接 是 4 ，a， 。 


你 看 ， 这 个 问题 的 解决 真有 点 出 奇 制胜 ， 数 学 
家 的 联想 能 力 一 点 都 不 出 文学 家 逊色 ! 
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中 国 地 递 员 问题 
奇偶 点 图 上 作业 法 


中 国 邮递 员 问题 


图 数 学 家 管 梅 从 先生， 在 1960 年 首先 提出 
了 如 下 问题 : 
“一 个 邮递 员 应 该 怎样 选择 一 条 路 线 ， 走 兆 由 
他 负责 的 所 有 街道 ， 问 到 邮局 ， 而 且 使 走 过 和 的 路 程 
最 短 ? ” ， 
这 是 炎黄 子孙 首先 提出 的 问题 ， 所 以 后 来 攻 界 
各 国 就 把 它 称 为 “中 拟 邮 递 员 问题 ” (The Chir 
nesé Postman Problem) 。 类 拟 的 问题 还 有 警 
RAR, SHEHEMASS. RB—Pb 
ABS. ~ 
我 们 把 邮局 、 街 道 的 交叉 点 作为 顶点， 邮递 员 
所 负责 的 街道 作为 边 ， 可 以 得 到 一 个 国 G。 假 若 图 
没有 奇 顶点 ， 按 照 一 笔画 定理 ， 可 以 从 邮局 出 
发 ， 一 笔画 完 所 有 近 〈 即 走 答 所 有 街道 ， 刀 每 条 街 
道 只 经 过 一 次 ) ， 辐 到 邮局 。 由 于 每 条 街道 只 经 过 
一 次 ; 而 邮递 员 必 须 经 过 每 条 . 
街道 ， 所 以 这 一 笔画 就 是 路 程 
RMB MAMA. 当 G 有 2k » 
个 奇 顶点 时 ， 例 如 和 象 图 6 一 1 ds よー 
这 样 的 街道 图 ， 如 何 来 求 它 的 图 8 一 1 (G) 
・75・ 
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“邮递 员 路 线 ” 呢 ? 邮局 是 负 个 顶点 是 无 关 紧 要 

的 ， 不妨 就 设 它 在 入 点 。 各 边 上 的 数字 是 街道 的 长 
EE, BRERA. MAR” RR E 
图 上 找 一 条 回路 ， 它 应 满足 两 个 要 求 : 

OMAR, BUCA UB e, BA 
局 。 ーー 

-加 这 条 回路 的 总 长 度 最 短 。 

从 汪 笔 通 定 涯 知道 ， 这 条 回路 不 可 能 经 过 每 条 
边 都 仅仅 一 次 ， 有 的 边 必 须 经 过 不 止 一 次 。 这 里 天 
能 象 证 明 多 笔 于 定理 一 样 , LETRAS AD 
洪 加 一 条 边 来 解决 问题 ， 因 为 壮 递 员 不 能 从 这 条 埃 
构 的 边 上 走 过 去 。 所 以 只 能 在 原 有 的 过 上 再 添加 同 
REEMA GHERUD . HRA, HAE 
ILE, AL Me BR TL 
边 。 ・ ー 
这 种 一 般 畏 况 的 “中 国 即 递 员 问 题 ” 的 第 一 个 
解法 也 正 是 由 它 的 提出 者 管 梅 谷 完 生 给 出 的 ， 风 作 ， 
“ 青 侦 点 图 上 作业 法 ”， 下 面 我 们 来 介绍 这 种 方法 。 


奇偶 点 图 上 作业 法 
ye ee 
BROW, 5s ALOT a Be 
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逐步 修改 ， 使 得 它 的 总 长 度 最 短 。 

SS. HOSA ORR 两 
DSP As PEARL DE AEB AAR i — eS 
蛋 路 ;把 这 条 路 所 经 过 的 边 添上 重复 边 ; 这 样 做 可 
以 “消灭 ”所 有 奇 顶 点 。 例 如 我 们 把 图 6 一 1 的 8 
个 奇 顶点 按 以 下 方法 分 为 四 组 ， 

D, Kj E, L; J, Gy I, Bs 
(为 说 明 问题 ， 我 们 才 这 样 分 组 的 》 添 DK 上 重 复 
边 可 消灭 奇 顶点 D 与 K; WEL LEY WAT 消灭 厅 
GAEL; RAREAGH LM ERE WGH, 
HI、IJ 可 消灭 奇 顶点 G、J (此 时 顶点 日 、I 的 度数 
各 增加 2 ， 仍 为 偶数) , BRON (第 二 条 重复 
边 ) 、JA、AB 可 消灭 奇 正点 ![、B。 得 到 元 麻 項 
点 的 图 6 一 2 《〈 弧 形 过 为 重复 边 ) :一 - 记 作 Gi。 
它 的 任何 一 条 从 全 到 A 的 一 千 | | 
画 (这 些 一 笔画 的 效 长 度 都 一 
人 RAWERROWER. y 

Ptr Se ee , 
ti 所 以 我 们 要 有 方法 来 判别 因 82 (GD 
它 是 不 是 还 符合 要 求 @@， 若 不 是 ， 要 有 有 -- 定 的 方法 
来 改进 ， 这 就 是 第 二 步 要 作 的 工作 。 。 ， 

第 二 步 工作 是 反复 作 以 下 两 件 事 ; 

(a) 先 检 查 G ,中 有 没有 这 样 的 边 ， 它 上 面 所 
BS AWE Te 超过 2 。 若 有 这 样 的 边 ， 刚 


» I? 


GMS BB 
sag 的 邮递 员 有 路 线 。 畴 为 我 们 可 此 
a 同时 去 掉 俩 数 条 重复 边 ， 剩 下 
一 条 或 没有 重复 过 2 这样 处 理 

了 ”后 记得 的 图 G 1 3H 顶点， 

图 6 一 3 (Gs) 因为 是 同时 去 掉 偶数 杀 重 复 
边 ， 该 边 两 端点 的 度数 在 G, 中 是 偶数 ,此 时 又 同时 
减少 偶数 ， 所 以 仍然 是 偶数。 但 G :出 G, 少 了 偶数 
条 边 ， 所 以 G :的 一 笔画 总 长 度 当然 出 G: 要 小 。 象 
图 6 一 2 中 边 1J 有 两 条 重复 边 ， 应 癌 时 去 掉 ， 戌 为 
窗 6 一 3。 - 

tb) HAREM TM, BREE 重复 
边 葛 长 度 总 和 超过 无 重复 边 的 长 度 总 和 ,那么 图 G。 
的 一 第 画 不 符合 要求 ⑨。 因 汽 把 送 條 団 上 前 電 和 辺 
SE, TORE EMM LBS, 
样 得 到 的 图 G , 仍 无 奇 顶点 ， 并 且 它 的 一 笔画 的 总 
KERRAT. He — 8 PH 
Sah le 一 1) 的 
PM. Hb, BEWIA, » 
ABKD, ELA KER ¢—p=—+ 

S8trati+8=11, 图 6 一 4 (G;) 


TL ABM A. BK. DE, LIM KE & 
和 为 


2+8+2+2=8, 
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BuMBIA, ABL KD, EL BR eM, 西 
#wU, BK, DE, LIF L BHM. 成 为 图 6 一 
4, EMRE (@) PORN, BI (b) 中 所 
GNM. H6—4PHRUA RM, MESH 
重复 边 去 掉 ， 而 给 LG 添上 重复 边 ， 这 时 就 成 了 前 
一 节 的 图 5 一 5 (1〉。 图 5 一 5 (1》〉 中 再 也 没 
有 (a) 所 说 的 那 种 边 ， 也 没有 (b) 所 说 的 那 种 图 
(这 部 分 工作 量 很 大 ， 本 例 的 图 8 一 1 有 22 个 不 同 
的 图 一 一 读者 试 着 找 找 看 ) 。 管 梅 谷 先生 证 明了 ， 
这 时 得 到 的 图 ， 它 的 任何 一 条 从 闻 局 出 发 回 到 最 局 
Sil, REBAR “eB AP 
5 一 5 (1) 的 一 笔画 已 在 图 5 一 5 (2) 店 画 
出 ， 它 就 是 符合 要 求人 @@、 国 的 邮递 员 路 线 。 当 然 答 
案 不 止 一 个 ， 但 它们 的 总 路 程 是 相同 的 。 

对 于 具有 一 对 坷 顶点 的 图 ， 当 然 可 用 “奇偶 点 
图 上 作业 法 ”来 解 。 但 它 有 更 简单 的 解法 。 例 如 图 
6--5 (1) ， 有 两 个 奇 顶 点 人 与 C。 这 种 情况 可 


eo 
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以 这 样 来 求解 ， 先 求 出 奇 顶 点 入 到 奇 顶 点 C 的 最 短 
路 (用 标号 算法 ) ,然后 把 最 短路 所 经 过 的 边 
作为 重复 边 加 到 图 G 上 去 (图 6 一 5 (1) Pi w 
RAMMED) ， 得 到 的 新 图 无 奇 顶点 。 新 图 的 任 
何 一 个 一 笔画 ， 就 是 G 的 “最 递 员 路 级 ”《〈 见 图 
6 一 5《8)) 。 你 可 以 检查 一 下 图 6 一 5 (1), 
接 上 法 添 重复 边 后 ， 它 没有 《a)》 这 样 的 边 ， 也 没 
有 (b) SPL AY. 
! “奇偶 点 图 上 作业 法 ”在 检查 圈 上 花费 很 大 的 
| 计算 量 ， 后 来 有 更 加 有 效 的 算法 。 但 第 一 个 提出 问 
题 、 并 解决 问题 的 荣誉 属于 中 国人 。“ 中 国 一 一 中 
居 邮 递 员 问 题 ”， 这 标志 华夏 民族 聪明 才 知 的 光荣 
的 一 页 已 经 永远 载 入 图 论 史册 。 
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环球 旅行 哈密 尔 顿 图 
一 一 货 郎 担 问题 


环球 旅行 


59 年 ， 英国 著名 的 数学 家 哈密 尔 顿 

18 (Hamilton) 发 明了 一 种 各 叫 “环球 旅 
行 ? 的 数学 游戏 ， 并 以 25 个 金币 的 代价 把 这 种 游戏 
卖 给 了 葡 具 制造 商 。《〈 兄 图 7 和 1 (1) ) や 是 一 


图 7 一 1 ， 
个 木刻 的 实 心 正 12 面 体 ， 每 个 而 都 是 正 五 边 形 ， 三 
首相 交 于 一 个 顶 虚 ， 每 个 顶点 写 上 世界 上 一 个 重要 
城市 的 名 称 。 这 个 数学 游戏 要 求 沿 12 面 体 的 进 导 起 
一 条 路 ， 通 过 20 个 城市 ， 作 一 个 环球 旅行 ， 并 县 每 
个 城市 只 通过 一 次 ， 最 后 回 到 原 闻 。 

为 了 狸 清楚 。 我 们 把 这 个 正 12 面 体 春 作 是 株 皮 
做 的 ， 把 它 的 一 个 面 剪 开 ， 再 拉 开 铺 在 一 个 平面 
上 ， 就 得 图 7 一 1 (2) 。 图 上 外 部 区 域 正 是 前 开 
的 那个 面 ， 所 以 它 仍 是 12 个 面 (区 域 ) ，30 条 过， 
20 个 顶点 。 “环球 旅 行 ”问题 可 以 用 逻辑 代数 的 方 
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法 来 解 。 图 7 一 1 (2) 上 用 数字 与 粗 线 边 标 出 了 
一 条 旅行 路 线 ， 从 城市 1 开始， 经 过 2、3、…… > 
20， 最 后 回 到 城市 1 。 


哈密 尔 顿 路 与 
哈密 尔 顿 圈 


« 球 旅行 > 游戏 显然 是 图 论 中 的 一 个 问 
题 ， 它 是 求 一 条 经 过 图 的 每 一 个 项 点 ， 且 

每 个 顶点 恰好 经 过 一 次 的 回路 ， 这 样 的 回路 称 为 哈 
密 尔 顿 图。 如 果 不 要 求 凯 到 出 灾 点 ， 邯 经 过 图 的 每 
个 顶点 恰好 一 次 的 路 ， 称 为 哈密 尔 顿 路 。 一 个 存在 
哈密 尔 顿 图 的 图 称 为 哈密 尔 顿 图 ， 存 在 哈密 尔 顿 路 
的 图 款 为 半 吗 密 尔 顿 图 。 

确 窗 尔 顿 问题 与 一 笔画 问题 是 不 同 的 ， 第 五 间 
中 给 出 图 5 一 6 那 张 残 柑 黎 ,“ 芭 是 否 能 完成 每 一 种 可 
能 的 咒 动 号 都 从 好 一 次 ”是 玫 论 中 的 一 笔画 问题， 
面 “ 马 是 否 能 跌 道 每 个 将 子 ， 且 每 糙 共 吁 过 一 次 ? 
出 是 险 害 尔 顿 问题 。 象 国 7 一 2 (1) 的 <a 
AG” TU Sn. ROR, 
图 7 一 1 (2) 是 哈密 尔 顿 图 ， 但 它 不 能 一 第 画 ， 
因为 它 的 20 个 顶点 ， 每 个 度数 都 为 3 ， 全 为 BB 
点 。 图 7 一 2 (2) 的 “大 也 之 性? BER MRA 
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也 是 哈密 尔 额 图， 沙 它 外 部 边界 行走 ， 就 是 一 条 险 
NEE - 


《1 》 RISE 2) ATER 
7 一 2 

什么 样 的 图 可 以 一 笔 源 的 问题 ， 解 决 得 非常 全 
底 ， 凡 满 尽 “ 奇 顶点 个 数 不 超 过 2 个 ”这 个 条 件 的 
图 一定 可 以 一 入 画 ， 反 过 来 也 对 ， 即 及 能 一 第 画 
的 图 必定 符合 “ 奇 顶点 个 数 不 超 过 2 个 ”说 个 条 
件 。 这 样 的 条 件 在 数学 中 称 为 充分 必要 条 件 。 和 遗 和 
前 是 ， 自 内“ 环球 旅行 ”游戏 据 出 至 今 ， 数 学 家 们 
经 过 近 百年 的 努力 ， 仍 未 找到 〈 半 ) 哈密 尔 顿 本 的 
充分 必要 条 件 。 有 关 的 结论 ， 要 末 只 是 充分 条 竺 ， 
即 符合 条 件 一 定 是 半 》 哈 密 尔 顿 图 ， 但 反 过 来 未 
JIE: BORER, BCE) 哈密 尔 额 图 
一 定 具备 这 个 条 件 ， 但 反 过 来 无 法 成 立 。 例 如 1952 
年 ， 有 人 证 明了 一 个 定理 ， 

HCA-TBRAN, HWE Ka>s, 
荐 每 个 顶点 的 度数 党 , 则 G 一 定 有 了 哈密 尔 客 
me? ー 
例 7"1 AE al — 4 TUR Ben > 8 的 完全 图 ,一 
AER REE, DRA EET EB 
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a 一 1， 一 定 大 于 或 等 于 中 ， 符 合 上 述 定理 前 条 件 。 


实际 上 ， 我 他 只 要 给 图 的 顶点 任意 排 一 个 次 序 ， 由 
于 完全 图 的 任何 两 个 顶点 都 有 一 条 边 ， 所 以 依次 从 
顶点 1 到 顶点 2 、3、…… 最 后 回 到 RI, 読 
AMBRE. 

但 是 ， 我 们 可 以 者 到 ， 象 “大 卫 之 性 ”、“ 环 
RT” RATA, RPAH, DHA 


SER ETERS SF”. BILLED 


条 件 只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 还 有 一 种 条 
件 ， 它 只 是 必要 条 件 ， 并 不 是 充分 条 件 。 这 种 条 件 
的 用 处 是 作 否定 判断 ， 凡 不 香 合 这 种 必要 条 件 的 图 
可 立即 斯 定 它 没有 哈密 尔 顿 路 圆 》。 例 如 有 以 下 
这 样 的 定理 ， 

“ 著 G 是 一 个 哈密 尔 额 图 (或 半 哈 BURIED, 
刚 任 到 G 的 k 个 顶点 ， 在 G 中 删 去 这 些 顶点 及 与 它 
们 相 术 的 鹿 有 边 ， 那么 剩 下 的 图 的 闯 通 分 支 一 定 不 
超过 k& 《不 超过 k+1) 。? 

车 我 们 在 图 G 中 找到 某 k 个 项 点， 出 去 这些 顶 
点 及 与 其 相 过 的 边 后 ， 剩 下 隐 图 隐 连 通 分 支 超 过 k 
(或 k+1》 革 ， 即 可 肠 半 图 G 无 哈密 尔 顿 图 《 游 ) 。 

倒 7・2 在 4 x 4 的 黑白 方 格 棋盘 上 GLE 
一 8 《1) 》， 从 尾 一 个 方 格 开始 ， 跳 动 一 只 马 ， 
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使 其 肖 过 棋 熏 的 每 一 个 方 格 一 次 ， 而 且 仅 仅 一 次 ， 
问题 否 可 能 。 


图 ?一 3 

解 ， 作 一 个 图 ， 腑 撕 间 的 每 个 方 格 对 应 图 的 一 
个 顶点 ;马车 能 从 方 格 和 A 晃 到 方 客 B， 则 罕 对 应 的 
两 个 顶点 闻 过 一 条 边 ， 这 样 得 到 图 7 一 8 (2) ， 
问题 也 就 化 为 此 图 悬 否 存在 险 密 尔 额 路 。 我 们 把 度 
数 为 2 的 四 个 项 点 〈 位 于 四 个 角 上 ) Wye, Soh 
边 相连 的 中 间 四 全 顶点 记 为 8， 删 去 这 四 个 记 为 ?的 
顶点 及 与 其 相连 的 所 有 迪 ， 得 到 图 7 一 8 (3). 
如 果 我 们 把 图 7 一 3 (1) 的 中 闻 四 个 方 糙 想 象 成 
“Bi” , BREAN, THRBR AT — 3 
(8) . 它 有 4 个 狐 立 点 a， 两 个 回路 分别 违 结 4 
个 < 点 与 4 个 4 点 ) 所 以 名 有 6 條 直通 分 支 。 6 ジ ォ 
+1, 因此 图 7 一 8(2》 不 存在 哈密 尔 顿 路 。 也 就 
是 在 4 x 4 棋盘 上 跳动 一 只 马 ， 要 通过 各 个 方 格 恰 
好 一 次 是 不 可 能 的 。 . 

正如 我 们 现 先 声明 的 那 祥 ， 上 面 这 个 定 现 的 条 
件 即 使 满足 , 仍 无 法 断定 图 中 存在 哈密 尔 顿 园 ( 路 ) 。 
图 7 一 4 WARY CPestersen) ， 它 符 合 “ 去 
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看 图 中 任意 k 个 项 点 及 与 其 

HEM AME, AK 

HEA KKCL” EI 

BEE RA. CER 
四 7 一 4 Pertersen 国 存在 哈密 尔 顿 路 ) 。 


$2 ABH A 


即 担 问题 ， 也 岂 旅 行 舍 货 商 或 旅行 推销 员 
问题 (Traveling Salesman Problem, 
缩写 为 TSP》 一 个 货 部 ， 要 去 n 个 村 子 类 货 ， 候 
定 任何 两 个 村 子 间 均 直接 大路 可 通 ， 怎 样 安排 一 条 
路 线 ， 使 这 个 货 吕 从 某 村 出 发 ， 各 个 村 子 恰好 通过 
一 次 ,- 回 到 出 发 处 ， 并 使 走 过 的 路 程 最 短 。 
当 我 们 以 顶点 代表 村 子 。 两 村 间 直 接 有 了 路 可 通 
时 ， 在 对 应 的 两 顶点 间 连 一 条 边 ， 则 可 以 得 到 a 个 
顶点 的 完全 图 KK。。 问 题 化 为 在 ,中 求 一 条 边 长 之 
和 小 小 的 哈密 尔 顿 图 。 由 例 7 了 .1 ， 我 们 已 经 知 
通 ， 任 意 给 这 些 讨 子 指定 一 个 次 序 ， 依 次 述 过 这 些 
村 子 时 ， 就 可 得 到 一 条 哈密 尔 顿 图 。 因 此 每 一 半 哈 
密 尔 顿 图 相当 于 a 个 人 的 一 种 排队 方 法 。 这 样 的 排 
了 方法 一 共有 ーー a 


ont nx (el) xe x Bx 2x7 
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种 。 当 n=20 时 , (我 们 在 “七 桥 难 题 ” 中 ， 已 经 
BB) 这 是 一 个 连 当 今 最 快 的 计算 机 几 闪 子 也 算 不 
完 的 天 文 数字 。 所 以 不 能 采用 把 全 部 哈密 尔 顿 关 全 
部 列 出 来 ， 一 个 个 比较 ， 从 中 得 出 路 程 最 敌 的 哈密 
尔 顿 图 的 方法 。 

遗 居 的 是 ， 货 骂 担 问题 至 今 仍 是 图 论 中 的 难 
题 ， 没 有 一 个 好 的 算法 。 许 多 方法 只 能 家 出 它 较 好 
的 解 ， 但 无 法 保证 可 求 出 最 好 的 解 〈 妈 路程 最 短 ) 。 
下 面 介 绍 的 一 个 方法 就 是 这 样 ， 它 称 为 “最 邻近 
法 &? : as 

‘7-8 在 图 ?一 5 擅 示 的 完全 BK 

求 一 杂货 郎 担 路 线 。 FLARE) 

最 邻近 法 的 步骤 是 ， ER 。 
一 个 顶点 ， 比 如 说 入， 然后 在 与 
人 相连 的 边 中 选 一 条 最 短 的 边 ， 
本 例 为 AB 边 。A 经 此 边 到 达 另 
一 个 顶点 B， 然 后 在 与 顶点 B 相 
过 的 、 但 还 未 用 过 的 边 中 选 一 条 图 7ー5 
景 短 的 边 ， 本 例 为 B C 边 。 如 此 继续 ， 只 是 以 后 每 
次 所 选 的 新 边 ， 除 最 后 一 次 回 到 出 发 点 外 。 不 能 与 
已 走 过 的 顶点 相连 。 这 样 可 找到 一 条 哈密 尔 顿 图 ， 
本 例 是 


AB CEDA 
它 的 边 长 总 和 为 
D1 


1+6+9+2+10=22, - 

但 它 并 不 惹 路 程 最 短 的 。 这 是 因为 ， 有 虽然 开始 时 ， 

你 在 某 种 意义 上 选 了 “最 短 ” 的 边 ， 但 越 往 后 ， 你 
BERBERA, BERG HRB ADEA, 

TS, WUDAR RRR ML. 所以 
这 种 算法 的 好 坏 与 第 一 个 顶点 选 哪 一 个 有 关 。 有 一 
种 改进 的 方法 是 多边 几 个 顶点 作 第 一 个 项 点， 用 
BE”, Sk, FARRER, 

从 其 中 挑 出 最 好 的 结果 《当然 不 网 得 是 所 有 险 密 尔 
顿 图 中 路 程 最 短 的 结果 ) 。 本 例 中 除 人 以 外 无 论 选 
RA EAB PO, isiesidilaiiidiaiel 
BBA. 


工作 分 派 问题 
一 一 匹配 婚姻 定理 


工作 分 派 问题 与 匹配 


例 1 。4 就 是 一 个 工作 分 派 问 题 。 要 注意 的 

是 ， 它 与 日 常生 活 中 的 分 配 任 务 不 尽 相 
问 。 这 里 的 芽 作 分 派 ， 要 求 不 同 的 工作 必须 由 不 周 
的 人 米 干 ,不 筑 要 某 人 “ 勇 挑 重担 ”， 一 人 于 几 件 于 
作 ， 还 性 求 不 同 的 人 干 不 同 的 工作 ， 不 需要 几 个 人 
“ 籍 诚 合作 ”， 同 干 一 性 工作 。 例 1 ・4 的 答案 ， 
已 在 图 1 一 4 中 用 四 条 粗 线 边 画 出 。 这 四 条 边 在 一 
起 称 为 图 1 一 4 的 一 个 区 配 ， 其 中 的 三 条 边 、 两 条 
边 ， 甚 至 一 条 边 也 叫 一 个 匹配 。 

AGE HWE ER We Ae 
fife IO TR “RR”. EER 
问题 十， 就 是 让 不 同 的 人 与 不 同 的 工作 “配对 ”。 
严格 地 说 ， 图 中 一 些 边 ， 若 其 中 任何 两 条 边 都 没有 
公共 端点 ， 则 称 这 些 边 为 该 图 的 一 个 匹配 。 图 中 任 
何 一 条 边 ， 都 是 图 的 一 个 苞 购 。 

在 工作 分 派 问题 上 ， 我 们 希望 每 个 人 都 有 一 项 
不 同 的 工作 干 ， 而 且 每 一 项 工 作 都 有 不 同 的 人 干 。 
这 样 一 种 完美 的 分 派 方案 ， 在 图 论 中 称 为 完美 匹 
配 。 一 个 匹配 中 所 有 边 萌 端点 《相当 于 已 经 配 好 对 
的 人 与 工作 ) 称 为 被 四 配 盖 住 了 《相当 于 “分 派 好 
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了 ”) 。 所 以 ， 完 美 匹配 就 是 把 图 的 全 部 顶点 都 盖 
住 了 的 匹配 。 图 1 一 4 的 四 条 粮 线 边 ， 就 是 一 个 完 
美 下 配 。 
并 不 是 每 个 图 都 有 完美 亚 配 。 例 如 在 图 1 一 4 
中 增加 一 门 课 ， 但 不 增加 教师 ， 那 么 无 论 甲 、 乙 、 
再 、 丁 四 位 教师 ， 能 柯 教 这 门 课 ， 这 个 图 部 不 窒 在 
完美 区 本 。 办 为 课程 米 超 过 了 教师 数 ， 要 使 靳 有 课 
程 都 有 不 向 数 师 来 教 是 不 可 能 的 。 同 榜 ， 光 增加 一 
个 教师 ， 而 不 增加 课程 ，“ 俏 多 粥 少 ”》， 也 不 存在 
完美 匹配 。 

一 个 图 不 存在 完美 匹配 时 ， 我 们 可 以 运 一 步 考 
虚 这 样 的 问题 ， 怎 样 使 尽 可 能 多 的 人 有 (不同 前 ) 
工作 于 ， 或 尽 可 能 多 的 工作 有 ORR AP 这 
在 图 论 中 岂 作 最 大 匹配 问题 。 所 调 最 大 匹配 ， 就 是 
图 中 边 数 最 多 的 匹配 。 

最 火 匹 本 与 完美 匹配 有 密切 联系 。 一 个 完美 匹 
遍 一 定 是 最 大 匹配 ， 反之， 虽然 一 个 最 大 匹配 未 必 
是 完美 匹配 ， 但 当 一 个 图 的 最 大 匹配 一 经 求 出 ， 只 
要 看 它 是 不 是 把 所 有 顶点 都 盖 住 了 ， 如 果 是 ， 它 就 
是 一 个 完美 匹 昼 ， 如 果 不 是 ， 则 可 汤 冰 图 中 不 存在 
完美 区 配 。 
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最 大 匹配 与 完 
美 匹配 的 例子 


8-1 (驾驶 员 措 配 问题 ) 第 二 次 世界 大 
” 战 期 间 ， 许 多 沦陷 区 国家 的 飞行 员 到 英国 

皇家 空军 服役 。 皇 家 空军 某 飞行 队 有 10 个 米 自 不 河 
国家 的 驾驶 员 ， 他 们 都 会 葡 驶 某 种 飞机 。 RRB 
都 要 配备 在 航行 技能 与 语言 上 能 互相 配合 的 两 名 驾 
驶 员 ， 问 : 应 该 怎样 安排 ， 才 能 使 起 飞 的 飞机 最 
多 ? 

解 : 作 一 个 图 ， 每 个 项 点 对 应 一 个 驾驶 员 ， 两 
个 驾驶 员 能 在 一 起 配合 飞行 的 ， 则 在 对 应 的 两 顶点 
冯 连 一 条 边 ， 见 图 8 一 1。 河 - 
题 化 为 求 图 中 的 最 大 匹配 。 图 
PHA, BI PRA 
配 ， 该 图 没有 完美 匹配 。 

例 8・2 (循环 赛 日 程 安 图 sl 
排 问题 》 有 6 个 选手 (偶数 个 ) 参加 循环 赛 ， 怎 样 
来 安排 出 赛 日 程 ? 

解 ， 作 一 张 5x 5 的 表格 GENTE Sa 
比 选手 数 少 1) ， 见 图 8 一 2 。 表 项 数字 表示 2 一 
6 号 选手 的 号码 GRISEA), AMS LEA 

2955 


4 2.8.4.5, 
6 SEPA ETHER 
个 圆圈 ， 见 图 8 一 9 
(1) ， 这 圆圈 从 某 处 断 
开 以 后 ， 按 逆 时 针 方 向 排 

图 4 一 2 列 这 五 个 数 ， 称 为 这 几 个 
数 的 一 个 竺 环 递减 排列 ， 见 图 8 一 8 (2) 


5 
agi 
1 im 
e 6 
8 3 
< s 
6 .2 


加 加 是 加 四 中 


Baw, 20648 
CF, 0205 


图 8 一 3 

图 8 一 2 所 示 的 表格 中 的 数字 是 这 样 填写 的 ， 

每 一 行 是 3 、3 、4 、5 、6 这 五 个 数 的 一 
个 循环 递减 排列 。 

四 每 行 第 一 个 数 是 这 伴 得 来 。 先 用 行 号 匀 2 ， 
当 结果 不 超过 选手 数 ， 就 等 于 这 个 数 ， 超 过 选手 数 
财 ， 用 选手 数 去 除 ， 所 得 余数 百 加 1 。 比 如 说 ， 选 
手数 是 100， 那 么 这 个 由 的 第 1 列 数 依次 是 3 、4 、 
6. 8. oy 100, MGB. 5. TIL oy 
99。 
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景 后 把 表 中 对 角 线 上 的 黑体 数字 全 部 改 为 1 ， 
就 得 到 比赛 日 程 安排 老 ， 见 图 8 一 4 《1) 。 HH 
某 行 的 数字 表示 某 天 第 几 号 选 卑 与 顶 格 上 对 应 的 某 
号 选 平 比赛 ， 例 如 
第 1 行 16548 
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顶 格 23456 
表示 第 一 天 。 1 号 选手 与 2 号 选手 对 阵 , .6 号 与 3 
号 、5 号 与 4 号 比赛 。 


SEB, 
“BS 


5 
4 
e 
日 
1 
2 


ae eee 


Ww 8 一 4 

读者 可 能 要 间 ， 这 与 “匹配 ”有 何 关系 ? 实际 
上 ， 求 偶数 个 选手 的 比赛 日 程 安排 ， 就 是 求 一 个 完 
全 图 (项 点 数 等 于 选手 数 》 中 彼此 都 不 相交 的 全 部 
完美 匹配 (两 个 完美 匹配 没有 一 条 相同 的 边 ， 称 为 
FHA) 。 如 本 例 ， 我 们 作 完 全 图 K ,， 见 图 8 一 4 
(2》， 每 个 顶点 代表 工 个 选手 ， 同 一 天 中 三 对 移 
卑 之 间 通 以 同一 形状 的 边 。 我 们 可 以 看 到 K ,的 15 
条 边 (对 应 15 场 比赛 ) 正好 被 分 解 为 五 个 〈 对 应 比 
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HAMS MILAM RO. 

WeERE EM, EATS? 比 
如 说 5 个 选手 ， 这 时 我 们 增设 一 个 虚构 的 第 6 号 选 
下 ， 抬 选手 数 变 为 偶数 6 ， 然 后 按 8 个 选手 作出 次 
排 。 最 后 只 要 注意 ， 谁 与 第 6 号 选手 比赛 ， 实 际 上 
表示 轮空。 

这 里 虞 设 一 个 选手 使 选手 数 从 奇数 变 为 偶数 ， 
与 在 证 明 多 笔画 定 铀 时 ， 人 为 增添 一 些 这 ， 从 而 消 
灭 奇 顶点 的 作法 有 异曲同工 之 妙 ， 都 体现 了 数学 中 
利用 某 种 变换 把 未 知情 况 化 为 已 知情 况 米 解 题 的 届 
起 方法 。 


如 何 判别 完美 
匹配 的 存在 


何 一 个 图 ， 只 要 有 一 条 边 ， 由 于 总 边 数 有 

限 ， 它 必定 存在 最 大 匹配 。 但 是 ， 它 未 必 
ASEAL MRAM SERA ERE? 
对 于 有 些 图 。 我 们 很 容易 断言 它 不 存在 完美 匹配 。 
我 们 知道 ， 完 美 匹配 作为 “匹配 ” 米 说 ， 任 何 

两 条 边 芍 端点 彼此 不 同 ， 因 此 被 它 盖 住 的 顶点 是 匹 
WRN 2 倍 ， 是 个 个 数 。 它 同时 还 在“ 完美 ” 
的 ， 即 它 盖 住 了 图 的 全 部 顶点。 因此 存在 完美 匹配 
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.的 图 ， 其 顶点 必然 是 偶数 个 。 当 一 个 图 的 顶点 数 为 
奇数 时 ， 立 刻 可 斯 定 它 没有 完美 匹配 。 

一 个 《顶点 划分 为 《与 了 的) 二 部 图 的 完美 下 
瑟 又 有 它 的 特殊 之 处 ， 它 的 边 必定 是 一 端 在 X， 而 
另 一 端 在 Y。 所 以 ， 只 要 X 与 Y 的 顶点 数 不 相等 ， 
那么 立即 可 断 育 这 个 二 部 图 不 存在 完美 四 配 。 

AS ，8 (前 去 角 的 各 盘问 题 ) 把 一 个 国际 象 
棋盘 前 去 相对 的 两 个 
角 后 剩 下 62 个 方 格 , 
见 图 8 一 5 。 问 能 不 
能 用 31 张 长 等 于 2 个 
小 方 格 边 长 、 宽 为 1 
條 小 方 格 辺 藤 的 知 形 
纸 片 ， 把 这 残 棋盘 全 
部 盖 住 ， 当 然 不 允许 
把 纸 片 剪 断后 去 盖 。 0 

解 ， 作 一 个 有 62 
个 项 点 的 图 ， 每 个 顶 
点 对 应 一 个 作 方 格 。 
PUA He HH SB BT 
(有 公共 边 的 两 个 小 
方 格 称 为 相 邻 ， 如 图 
8 一 5 中 ， 信 与 C， 
BS C 为 相 邻 ， 但 仅 有 公共 点 的 两 个 小 方 格 ， 交 入 
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SBR RAD) ， 在 相应 的 责 项 点 间 过 一 条 边 。 这 
祥 就 得 到 图 8 一 6 。 一 张 矩形 小 纸 片 盖 住 图 8 一 5 
两 个 小 方 格 ， 相 当 于 图 8 一 6 中 一 条 按 把 两 个 项 点 
配 成 对 。 例 如 小 纸 片 盖 住 A 、 C 两 个 小 方 格 ， 相 当 
于 图 8 一 6 中 A C 边 把 顶点 A 与 C 配 成 对 。 因 此 原 
问题 化 为 图 8 一 6 中 有 无 完美 匹 柄 。 

首先 我 们 来 说 明 图 8 一 6 是 个 二 部 图 。 我 们 把 “ 
图 放 到 平面 直角 坐标 系 上 去 ， 然 后 就 可 把 顶点 分 为 
西部 分 : KEY, — PANT BMS 于 奇数 
AX, TUPPER, JAY. 便 
如 项 点 A 、B， 它 们 归 入 X， 而 顶点 CHA Y。 这 
样 分 类 后 ， 可 清楚 地 看 到 ，X 和 Y 的 项 点 ， 无 论 上 
下 左右 都 是 间隔 排列 的 ， 同 属 X 或 则 属 Y 的 任 何 两 
顶点 之 间 无 边 相 连 ， 因 此 这 是 二 部 图 。 但 当 你 计算 
一 下 属于 X 与 Y 的 顶点 各 有 多 少时 ， 你 会 发 现 ，X 
有 830 个 顶点 ， 而 Y 有 32 个 顶点 ， 所 以 图 8 一 6 不 存 
在 完美 号 写 。 也 就 是 说 ， 用 31 张 小 纸 片 盖 住 残 棋 盘 
是 不 可 能 的 。 

你 看 ， 这 个 问题 如 果 用 试验 的 办 法 ， 是 无 法 说 
清楚 的 ， 但 化 为 图 论 问 题 后 ， 轻 易 就 解决 了 。 当 
然 ， 你 也 许 在 别 的 什么 杂志 上 见 到 过 它 的 “另外 ” 
解法 。 那 就 是 象 图 8 一 5 那样 ， 把 残 棋盘 的 小 方 格 
涂 成 黑白 相间 的 颜色 。 每 一 张 小 纸 片 盖 住 的 两 个 格 
子 ， 一 定 是 一 黑 一 自 。 所 以 车 可 用 31 张 小 纸 片 盖 住 
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PRB PDA Hs 那么 这 68 个 小 方 客 一 定 
是 31 个 白 的 。 红 个 黑 的。 但 前 去 的 两 个 小 方 烙 都 是 
自 的 ， 因 此 戏 宽 盘 中 只 有 有 80 个 白 格子 ， 而 有 32 个 黑 
税 子 ， 所 以 用 31 张 小 纸 片 把 62 个 小 方 指 都 益 往 是 不 
可 能 的 。“ 这 里 并 没 用 仔 么 图 论 知识 野 ! ”你 也 许 
会 这 样 想 。 但 实际 上 ， 这 种 证 明 方法 的 本 质 与 二 部 
图 的 证 法 是 完全 一 样 的 。 把 小 方 格 涂 成 轩 握 相间 的 
颜色 ， 不 就 是 把 图 的 项 点 分 成 X 与 Y 两 部 分 吗 ? 一 
张 小 纸 片 盖 住 一 白 一 回 两 个 小 方 格 ， 不 就 是 一 条 边 
把 X 中 一 个 顶点 与 Y 中 一 个 顶点 “福成 对 ” 山 ? 只 
不 过 你 不 自觉 地 使 用 了 “ 正 配 ”这 个 概念 团 了 。 

上 面 这 个 例 字 是 说 明 加 何 来 判定 一 个 图 不 存在 
完美 匹配。 那么 如 何 来 判定 一 个 图 有 完美 匹配 呢 ? 
方法 是 千 求 出 最 大 匹配 ， 然 后 根据 它 是 否 盖 住 了 图 
的 全 部 顶点 来 判定 。 求 一 般 图 的 最 大 匹配 ， 方 法 比 
较 复杂 、 下 面 我 们 简单 叙述 一 下 求 二 部 图 的 最 大 匹 
配 的 方法 。 


如 何 求 二 部 图 
的 最 大 匹配 


二 部 图 的 最 大 匹配 药方 法 对 作 “ 匈 牙 利 算 
法 ", 它 主要 用 到 一 个 “可 扩充 路 ”的 氢 
・101・ 


念 。 当 已 知 图 中 一 个 匹配 M 时 ， 关于 M 的 一 条 可 扩 
充 路 是 图 中 这 样 一 条 路 ， ~ ' 

四 它 是 一 条 点 不 重 路 ， - 

Ot RASH AA A OR MBE 

QUMUR HH -RREM, —RRRTM. 

根据 因 、 儿 ， 关 于 M 的 可 扩充 路 ， 它 的 起 点 未 
被 M 盖 住 ， 所 以 第 一 条 边 不 篇 于 M， 第 二 条 边 属于 
M， 第 三 条 边 又 不 属于 M，…… 由 于 终点 也 未 被 M 
盖 住 ， 所 以 最 后 一 条 边 不 属于 M。 这 样 ， 可 扩充 路 
上 不 属于 计 的 边 比 属于 M 的 边 多 一 条 ， 总 的 边 数 是 
奇数 。 注 意 ， 仅 仅 -条 边 ， 它 连接 两 个 来 盖 点 ， 
也 算 一 条 可 扩充 路 。 对 于 二 部 图 来 说 ， 由 于 任何 一 
条 边 的 两 端点 分 属于 X 和 Y， 所 以 可 扩充 路 的 起 点 
和 终点 也 一 定 分 属于 X 和 Y。 例 如 图 8 一 7 所 示 二 

3 き 部 图 ， 取 一 个 匹配 为 再 条 粗 线 
边 ; M= za } ， 则 

Di={ tH} 

* 就 是 一 条 关于 MITT IE 
图 8 一 7 《图 中 虚线 所 示 ) 

トイ トイ 148 まり 7 た あれ エナ す / き 2 
の 4 こも ws ys } 也 是 关于 M 的 可 护 充 路 。 

“匈牙利 算法 ” 求 最 大 匹配 的 基本 思想 是 “ 逐 
步调 整 ”， 这 是 电子 计算 机 求解 的 一 种 基本 方法 。 
先 任 取 一 个 初始 匹配 M,，《〈 例 如 任 取 一 条 边 )》， 然 
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Ai AAR EO RR REM Hy WS 充 路 。 
2A, BUM WW RP hEs oe 边 的 匹配 
Mi: 放弃 可 扩充 路 上 原 属 于 M)， 的 边 ， 加 入 可 扩充 
路 上 涉 不 属于 M ,的 边 ， 不 在 可 扩充 路 上 .的 边 仍 哥 
留 下 来 。 《这 样 调整 后 之 所 以 仍 为 匹配 ， 是 因为 可 
扩充 路 的 起 、 终 点 为 未 盖 住 点 ， 且 它 的 边 交 错 地 属 
于 Mi 与 不 属于 M:。 而 之 所 以 多 出 一 条 边 ， 是 因为 
关于 于 ,的 可 扩充 路 ， 不 属于 Mi 的 边 比 属于 Mi 的 
这 多 一 条 。)》 接着 对 新 的 匹配 Ms 检查 未 盖 点 及 关 
于 Ma: 前 可 扩充 路 ……， 如 此 继续 ， 由 于 图 的 顶点 
与 边 数 有 限 ， 进 行 到 某 一 步 以 后 ， 会 出 现 皮 下 情况 
之 一 ， 、 

名 所 有 项 点 全 被 盖 住 

国 虽 然 仍 有 顶点 未 被 盖 住 ， 得 已 找 不 到 可 扩充 
路 。 

这 时 可 证 明 ， 无 论 哪 种 情况 ， 这 时 得 到 的 匹配 
CHA ARAM, WAOME CRIA. 

例 8。4 。 求 图 8 一 7 的 最 大 匹 瑟 。 

解 ， 取 初始 匹配 Mi= (ein xs} RRF 
它 的 可 扩充 路 bi = { sz を が 5 が 4) (图 8 一 7 
中 的 粗 线 边 与 壁 线路 ) 。 

第 一 次 调整 : BoP RPM Wey be, 
3 放弃 ， 加 入 z: 中 原 不 属于 Mi 的 过 Yan，xsgay 
ate, 得 到 新 间 匹 酝 ， 记 为 Mi = Cras, ase, 
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xd ， 见 图 8 一 8 。 

SCAN | epee ;与 
4 外 xs， 关于 Ma 的 可 扩充 路 有 8 
き ニュ 9 を 495 ) CU xy th 

图 3 一 8 是 可 扩充 路 ) 。 

BOR, Wo. IE M; 的 ays 放 
H, MADRAS MWY x ys Seay, CL 
tay 5x%sy RAD 得 匹配 Ms= a タダ っ 
aller X49s }， 见 图 8 一 9 。 人 

此 时 未 被 盖 住 的 顶点 有 xs 
与 ge， 但 已 找 不 到 以 它们 为 起 
点 或 终点 的 可 扩充 路 。 所 以 ， 三 & » RS 
Ms 就 是 图 8 一 7 的 最 天 匹配 ,并 网 8 一 9 
可 判定 图 8 一 ?无 完美 匹配 。 

在 “匈牙利 算法 ”中 ， 关 键 之 处 在 于 寻找 可 扩 
充 路 。 我 们 在 上 面 解 题 时 ， 可 扩充 路 实际 上 是 “看 
出 来 ”的 ， 也 就 是 “ 凌 出 来 ”的 。 究 况 如 何 求 扩充 
路 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 参看 管 梅 谷 先生 著 的 《有 趣 
的 图 论 》 或 有 关 的 图 论 书 。 


霍 尔 定理 与 婚姻 定理 
们 已 经 知道 ， 任 何 一 个 图 不 一 定 存在 完美 
DER, DAREN ADORE. PARE 
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可 以 考虑 这 样 的 问题 : 能 不 能 找到 一 个 严 配 ， 使 得 
入 的 顶点 全 部 被 它 盖 住 。 这 出 作 X 可 以 在 Y 上 配对 ， 
这 个 匹配 一 定 是 最 大 匹配 ， 假 如 Y 的 顶点 数 等 于 其 
的 顶点 数 ， 那 么 它 又 是 完美 匹配， 因为 此 时 了 的 顶 
点 也 全 部 被 盖 住 了 了。 对 于 工作 分 派 问题 来 说 ， 也 就 
是 每 个 人 都 有 不 同 的 工作 做 。 当 关中 每 个 人 都 能 分 
派 到 不 同 工 作 做 时 ， 其 中 任何 一 部 分 人 当然 也 分 派 
到 不 同 工 作 做 ， 由 于 某 人 已 分 派 到 的 工作 必 是 他 胜 
任 的 工作 ， 因 此 中 任何 一 部 分 人 能 胜任 的 工作 项 
数 一 定 不 少 于 这 部 分 人 的 人 数 《 诗 少 是 等 于 ) 。 换 
名 话 说 ， 对 X 中 任何 一 部 人 来 说 ， 都 不 会 出 现 “ 伴 
多 粥 少 ” 的 情况 。 用 图 论 的 术语 来 说 就 是 ， 一 个 二 
部 图 阁 关 可 以 在 Y 上 配对 ， 那 么 XX 中 任何 一 部 分 顶点 
的 邻接 点 〈 都 在 Y 中 ) 个 数 一 定 不 小 于 中 这 部 分 
项 点 的 个 数 。 有 趣 的 是 ， 反 过 来 也 成 立 。 这 就 是 1935 
年 者 示 (Hall) 所 发 现 并 证 明 的 结论 。 

答 尔 定理 ， 一 个 顶点 分 为 X 与 Y 两 部 分 的 二 部 
图 ，X 可 以 在 Y 上 配对 的 充分 必要 条 件 是 六 中 任何 
一 部 分 顶点 的 邻接 点 个 数 不 小 于 X 中 这 部 分 顶点 的 
个 数 。 

注意 ， 定 理 中 “X 中 任何 一 部 分 顶点 ”包括 
“X 的 全 部 顶点 ”这 一 情况 。 所 以 ， 此 时 了 移 顶点 
个 数 一 定 不 小 于 X 的 项 点 个 数 。 定 理 中 的 条 件 ， 有 
时 蔬 作 《多 样 性 条 件 ”。 
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例 8。5 下 面 是 一 道 国 外 数学 竞赛 题 : 有 50 
KR, PRMAMERMERL1, 2, 8, …» 50 
中 一 个 数字 。 证 明 : 如 果 人 多 部 写 好 以 后 ， 每 个 数字 
都 恰好 出 现 二 次 (同一 个 数字 可 以 出 现在 同一 张 纸 
-的 正 反 面 ), 那 么 这 些 纸 片 一 定 可 以 这 样 摊 开 ， 使 得 
朝 上 的 面 中 1 , 2, 8, …。 50 都 出現 。 

解 ， 为 叙述 简单 ， 我 们 把 问题 从 “50 张 纸 ” 改 
为 “6 张 纸 >”， 数 字 也 改 为 1，2，3，4，5， 
6 这 6 个 数 。 若 6 张 纸 的 正 反面 写 的 数字 如 图 8 一 
10 所 示 ， 贺 图 里 的 数字 表示 纸 的 编号 ， 上 出 表示 纸 


的 正面 。 
© © © @ © @ 
ig 5,.1) fa lal fa, 
3 4 le 2 5 6 | 


fo 8 一 10 
我 们 来 作 一 个 二 部 图 ， 得 张 纸 用 的 一 个 硕 点 
表示 ， 每 个 数字 用 Y 的 一 个 顶点 表示 。 某 张 纸 上 写 
AIRE (不论 正 反面 ) ， 则 在 代 几 这 张 纸 的 项 
点 与 代表 这 个 数字 的 顶点 之 间 连 一 条 边 。 这 样 就 得 
» る 到 图 8 一 11。 由 于 每 张 纸 


や の @ 多 
片 正 反面 或 写 有 同一 个 数 
F ALKO) 或 写 有 两 
CS 半生 个 不 同 数字 ， 且 每 个 数字 


i 
图 8 一 11 恰好 出 现 两 次 ， 所 以 ， 车 
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区 中 任 一 部 分 顶点 ， 当 其 顶点 个 数 为 s 时 ， 邵 任 取 s 
张 纸 片 时 ， 在 这 些 纸 片 中 ， 至 少 要 出 现 * 个 不 同 数 
字 《【 假 如 出 现 的 不 同 数字 少 于 s 个 ， 则 表明 ， 至 少 
有 一 个 数字 要 出 现 3 次 ,与 已 知 条 件 不 符合 ) ~ 一 
MRO. @. OQ] MAH. 其 中 出現 的 不同 前 数 
FAS. 4. 6. 正好 是 3 个 〈 因 为 这 三 个 数字 区 
好 各 出 现 二 次 ? 也 就 是 说 ， 这 部 分 顶点 的 邻接 
点 个 数 不 少 于 s Ty HERR RA PE 
从 而 X 可 以 在 Y 上 配对 ， 世 就 是 说 每 张 纸 片 可 以 对 
应 一 个 不 同 数字 《匹配 各 边 的 端点 彼此 不 周 ) 。 网 
8 一 11 中 羽 粗 线 边 表示 其 中 一 个 这 样 的 配对 。 在 此 
匹配 中 ， 某 号 纸 片 与 菜 个 数字 配对 ， 则 把 这 张 纸 睛 
的 这 个 数字 朝 上 排 开 〈 图 8 lO PE RASH 
表示 ) 、 就 是 问题 的 一 个 管 案 。50 张 的 问题 也 依法 
ERE. 

上 述 数学 亮 赛 古 属 于 “ 相 异 代表 系 ” 问题， 它 
药 一 般 提 法 为 ,有 mn 个 人 ,每 个 人 都 可 以 参加 亚 个 学 
术 团 笨 中 的 某 几 个 团体 ; 现在 要 在 这 + 个 人 中 选 出 
器 个 人 镍 代表 ， 每 人 代表 一 个 不 周 的 团体 ， 问 是 否 
可 能 。 我 们 作 一 个 二 部 图 , 驻 有 四 个 顶点 ， 代 表 中 个 
团体 ， 立 有 an 个 项 点 代表 na 个 上， 某 和 人 属于 其 奢 体 ， 
出 在 相应 两 顶点 间 连 一 条 边 。“ 相 异 代表 系 ” 问 题 
就 化 为 这 个 二 部 图 中 ,是 否 林 以 在 Y 上 配 对。 所 
BREE, 4AR4Am PERE PE — MD 
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初 体 ， 它 们 所 包含 的 人 数 不 小 于 团体 个 数 时 ， 可 以 
“ 选 出 相 异 代表 。 

霍 尔 定理 有 一 个 推论 ， 用 它 可 以 立即 断定 一 种 
特殊 的 二 部 图 存在 完美 匹 醋 ， 而 不 必用 饲 牙 利 算法 
进行 计算 后 再 判别 了 ， 它 就 是 下 面 的 婚姻 定理 。 
”， 揪 姻 定理 ， 如 果 一 个 简单 二 部 图 ， 它 所 有 项 点 
度数 都 一 样 是 k> 0 ， 那 么 它 一 定 有 完美 匹敌 。 

. 从 定理 的 条 件 ,首先 可 以 推出 X 与 ?两 部 分 顶点 
数 相 等 。 这 是 因为 ， 二 部 图 的 一 条 边 一 定 是 一 端 在 
+。 刀 一 端 在 Y。 所以 

关中 顶点 的 总 度数 = 总 边 数 = 了 中 顶点 的 总 度 
Bes 
现在 出 于 每 个 顶点 的 度数 都 是 Ek， 所 以 有 

上 x 和 顶点 个 数 = 上 xY 顶 点 个 数 ! 从 而 两 部 
分 顶点 个 数 相等 。 其 次 可 验证 ， 这 个 二 部 图 符合 替 
和 尔 定理 的 多 样 性 条 件 〈 这 里 不 再 著述 ) ， 因 此 X 可 
可 以 在 Y 上 配对 ， 但 已 证 明 Y 的 顶点 数 等 于 X 的 顶 
点 数 ， 所 以 这 个 匹配 也 就 是 一 个 完美 匹配 。 

这 个 定理 为 什么 叫 它 “婚姻 定理 ” 呢 ? 那 是 因 
为 它 可 以 形象 化 地 表述 为 

“假如 一 个 村 子 的 每 个 小 伙 子 都 恰好 认 识 上 个 
姑娘 ， 面 每 个 姑娘 也 恰好 认识 k 个 小 伙 子 ; 那 名 每 
个 小 谈 于 〈 姑 娘 ) 可 以 和 他 认识 的 姑娘 她 认识 的 
小 伙 子 ) 结婚 。?” 
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作 一 个 二 部 图 ，X 和 YY 分别 代 表 男 ， 女 青年。 
一 个 男 兰 年 与 菜 个 女 青年 认识 ， 则 在 代表 他 俩 的 项 
点 间 连 一 条 边 。 这 样本 以 得 到 一 个 各 顶点 度数 均 汶 
上 的 简单 二 部 图 。 由 定理 可 知 ， 其 中 存在 完美 匹配 ， 
也 就 是 说 每 个 小 伙 予 均 可 与 他 相识 的 姑娘 结婚 。: - 

例 8・@ 图 8 一 12 是 各 顶点 度数 均 为 = 3 
的 二 部 图 。 由 婚姻 定理 , 可 2 。 。 。 
断定 它 有 完美 匹配 ， 图 中 粗 
线 边 即 为 一 个 完美 匹配 。 读 
者 可 以 用 “多 牙 利 算法 > REE EY FS 
出 它 的 最 大 匹配 ， 此 最 大 匹 图 8 一 12 
配 必 为 完美 匹配 。 《当然 ， 它 未 必 是 图 上 给 出 的 那 
个 完美 匹配 。) 

另外 ， 若 例 8& ・5 中 ， 每 张 纸 的 正 反面 写 的 两 
个 数字 都 不 同时 ， 那 么 作出 的 二 部 图 的 各 顶点 度数 
都 是 2 ， 它 符合 婚姻 定理 条 件 ，X 当 然 可 在 上 配 
对 。 这 是 例 8 。 5 的 一 种 特别 情况 。 这 也 说 明了 婚 
姻 定 理 是 筷 尔 定理 的 一 种 特殊 情况 。 

一 个 存在 完美 匹配 的 图 ， 其 中 完美 匹配 不 一 定 
只 有 一 个 。 我 们 可 以 进一步 在 众多 的 完美 匹配 中 ， 
寻找 一 个 “最 好 ”的 。 比 如 工作 分 派 问题 中 ， 有 许 
多 种 分 派 方案 ， 可 以 使 每 项 工作 有 不 周 的 人 干 且 等 
个 人 有 不 同 的 工作 和 于， 这 时 ， 我 们 可 以 把 各 人 二 各 
项 工作 的 效率 〈 久 收益 、 成 本 或 完成 该 项 工作 的 时 
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TSO) 考虑 进去 ， 求 出 总 效率 最 大 的 完美 
TER, (收益 最 大 的 分 派 方案 、 成 本 最 低 的 分 深 方 
案 ， 时 间 最 短 的 分 派 方 案 等 等 ) 这 称 为 最 优 分 派 问 
题 。 这 相当 子 在 图 的 每 条 边 上 赋 以 一 个 非 负数 ( 效 
率 ) ， 称 为 权 数 。 最 优 分 派 问题 ， 就 是 求 权 数 和 最 
大 或 最 小 的 完美 丐 配 。 这 样 的 匹 醋 称 为 最 优 匹配 。 
求 最 优 匹 配 是 一 今 有 重大 社会 效益 和 经 济 效益 前 实 
RHE, RTA, 不能 在 此 洋 契 介 拓 了 。 不 近 , 
求 一 个 图 的 最 优 匹配 的 算法 ， 古 把 它 化 为 求 一 系列 
的 子 图 〈 图 G 删 去 一 些 边 或 顶点 一 一 册 去 顶点 必须 
RBS CADENA 一 - 以 后 得 到 的 新 图 ， 
称 为 G 的 子 图 ) 的 最 大 匹配 ， 而 求 最 大 匹配 就 要 用 
到 匈牙利 算法 。 这 些 都 可 以 在 电子 计算 机 上 实现 。 
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三 家 三 井 问题 一 一 平面 图 
一 一 地 图 着 色 与 四 色 猜 想 


三 家 三 井 问 题 


我 们 已 经 知道 ， 一 个 图 可 以 有 不 同 的 画 法 ， 
只 秦 不 改变 两 顶点 间 是 否 有 边 相 连 这 一 本 
质 ， 我 们 当然 希望 把 图 画 得 清楚 一 点 。 在 窗 9 一 1 


a 大 A 

a a NN の 
[a 了 E Ez 
ie @) co) 


加 9 一 1 

出 三 个 图 是 一 样 的 ， 但 从 左 到 右 ， 一 个 比 一 个 看 起 
来 要 清楚 。 央 为 《1 ) PARSWER, (2) 只 
有 两 条 边 交 又， 而 (3) 的 任何 两 条 边 ， 除 了 端点 
之 外 ， 没 有 其 它 的 交点 。 

如 果 能 把 一 个 图 G 的 所 有 顶点 与 边 画 在 平面 
上 ， 并 且 使 得 任何 两 条 边 除了 端点 之 外 ， 没 有 其 它 
的 交点 ， 则 称 G 古 一 个 平面 图 。 

注意 ， 有 的 图 乍 看 起 来 有 儿 条 边 〔 除 端点 外 ) 
是 相交 的 ， 但 不 能 就 此 断定 它 不 是 平面 图 。 象 图 
9 一 1 (1) RETF, HET RE 
4 一 1 (8) ， 所 以 它 仍 是 平面 图 。 划 如 图 9 一 2。 


3. 


、  。 | BREESE, WE 
可 以 画 在 平面 上 ， 使 它 前 任 
何 两 条 边 只 在 喘 点 处 相交 ， 
四 中 见 图 3 一 3。 
Mog oT a 
. 图 ,也 就 是 说 ,不 管 怎样 
十， 都 不 可 能 把 它 
所 有 项 点 与 边 画 在 
平面 上 ， 使 得 任何 
两 条 边 仅 在 端点 处 
图 相交 。 在 非 平面 图 
中 ， 有 - -个 医 与 “三 家 所 并 ”的 数学 游戏 有 关 。 
例 9 ・1 (三 家 三 并 辣 题 )》 有 三 户 入 家 xi、 
Xan Xs, ASO. Ye, va, RBA A 家 与 
SIZ BRA, RAAT RAS 9 条 路 
互 不 相交 。 这 问题 就 是 图 9 一 4 是 不 是 平面 图 的 问 
题 。 注 意 它 与 图 9 一 2 相 比 ,仅仅 多 了 一 条 边 *。 
i, 图 9 一 3 已 经 本 出 了 它 的 8 条 边 , -但 第 9 条 边 
aay) LEDER, JEM Rxs 
ARGON - LR オイ 
条 边 时 ， 不 能 从 其 它 边 的 
顶点 穿 过 去 ) 。 读 者 自己 
可 以 试 试 ， 你 试 了 各 种 画 下 や 
法 以 后 会 发 现 ， 无 论 哪 8 图 9 一 4 
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9 一 3 


条 边 ， 都 可 以 画 到 平面 上 ， 难 独 差 1 条 边 画 不 上 
去 。 实际 上 ， 它 是 非 平面 图 ; 而 任 去 一 边 ， 即 成 为 
平面 图 。 这 个 图 记 为 必 sys。 
一 个 图 是 不 是 平面 图 ， 在 实际 应 用 中 是 十 分 重 ， 

要 的 。 比 如 几 个 城镇 之 问 的 公路 网 ， 应 谈 尽 可 能 设 
计 威 ， 任 两 条 公路 ， 只 在 这 玫 个 城镇 处 交接 ， 面 无 
其 它 相 交 处 。 这 样 可 以 减少 交通 事故 。 又 比如 集成 
电路 版 的 布线 ， 最 好 能 布 在 一 个 平面 上 ， 使 任 两 条 
导线 只 在 焊接 点 处 交接 。 “ 


哪些 图 是 平面 图 


gp TEE BE STK 8a 
一 不 重要 例子 就 是 图 1 一 2 记 示 的 完全 图 
Kyo SKs Xl, KAGE, SUEY 

1930 年 淡 兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 CKuratow- 
ski) 给 出 了 一 个 判断 一 个 图 是 否 是 平面 图 的 六 草 
法 则 。 这 一 法 则 要 用 到 以 下 一 个 概念 ， 

加 果 在 一 个 图 的 茶 些 边 上 搬入 一 些 新 顶点 《这 
些 顶点 就 成 为 二 度 点 ) ， 得 到 的 新 轩 称 为 与 原 图 同 
施 《同一 个 模子 里 由 来 的 》。 例 基因 9 一 5 (1 
SKE, HBO 9 (2) 与 Kos 网 让， 一个 
BS Cae UAE Me 
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. 图 9 一 5 
FARE AMA BTA RAE HK as 
或 K。 同 胚 的 子 图 ， 则 它 是 一 个 平面 图 ， 否 则 就 是 
非 平面 图 。 
例如 图 9 一 6 的 两 个 图 都 是 非 平面 图 。 因 为 去 
挤 粗 线 边 后 ， 它 们 可 以 分 别 画 成 图 9 一 5 的 (1) 
或 《2) ， 轩 此 它们 分 别 包含 与 慌 : 或 K，， aR 銘 


图 9 一 6 


子 图 ， 困 此 它们 不 是 平面 图 。 顶 点 数 a>> 5 的 完全 

图 开 。 都 不 是 平面 图 ， 办 为 删 去 它 任 何 (u- 5) 个 

顶点 (及 与 它们 相连 的 所 有 边 ) 以 后 ， 就 成 为 K。， 

也 就 是 说 人 ,包含 人 ,作为 子 图 ， 从 而 是 非 平面 图 。 

不 过 你 从 判别 图 8 — 6 是 否 为 平 雷 图 的 例子 中 可 以 
・116・ 


KEE, RAWME RAS AK MK, ART 
图 ,并非 易 事 ， 但 现在 已 缀 可 以 用 电子 计算 机 根据 
一 种 “平面 性 算法 ”来 进行 判断 了 。 


地 图 着 色 与 四 色 猜 想 


。” 们 见 到 前 地 图 ， 例 如 我 国 分 省 地 图 或 世界 
好 图 都 是 彩色 的 。 着 上 颜色 的 目的 主要 是 

为 了 刹 起 来 清 切 。 当 然 节 好 一 个 国家 或 一 个 地 区 用 
二 种 颜色 ， 但 实际 上 无 此 必要 ， 只 要 使 相 邻 国家 或 
地 区 的 颜色 不 同 就 可 以 了 。 注 意 ， 丙 个 国家 或 地 区 
HG, SETAE BL, EE 
个 区 域 有 公共 边 。 面 仅 有 公共 
顶点 的 不 算 相 邻 。 如 图 9 一 
7, AB, ASD, BHC, 
CSDLHGH, WB 与 DD 、 
AS CHIH. 

我 们 可 以 考虑 这 样 的 问 
是 任何 一 张 地 图 〈 它 是 平面 | 人 
图 ) , 要 使 相生 家 志 地 区 所 ANN 
前 毅 名 不同 。 EDR AU 
颜色 呢 ? 人 们 早 就 发现 ， 只 用 aa 
三 种 颜色 肯定 不 够 ， 象 图 9- 图 9~8 


8 RRMA, AL B、C 、D 四 个 地 区 中 ， 每 个 地 
区 都 与 其 它 三 个 地 区 相 邻 ， 所 以 必须 用 四 种 不 同 颜 
色 米 着色 。 
那么 四 种 颜色 是 不 是 够 了 昵 ? 1850 年 英国 人 格 
BH (Guthrie) 告诉 德 , 摩 根 (De Morgan), 
他 发 现 他 遇 到 过 的 所 有 地 图 ， 都 可 以 用 四 种 颜色 来 
染色 ， 因 此 他 提出 一 个 区 色 猜想 ; 
“fl — 4 FD, ABP BE OFF 
8, MAME TH BAAR I.” 
这 个 问题 在 当时 并 未 引起 人 们 重视 ， 直 到 1878 
年 ， 英 国 数 学 家 凯 芋 在 伦敦 数学 会 上 提出 四 色 猜 想 
是 否 已 有 证 明 ? 着 指出 证 明 的 因 难 所 在 ， 这 才 开始 
引 人 人 注目。 实际 上 四 色 狂想 的 难度 与 知名 度 都 不 比 
数论 中 的 哥 德 巴赫 猜想 来 得 小 。 当 代 图 论 学 家 险 拉 
里 认为 ,在 图 论 中 ， 也 许 在 全 部 数学 中 ， 最 出 名 的 
没有 解 抉 的 问题 是 著名 的 四 色 犹 息 。 任 何 一 个 数学 
家 可 以 在 五 分 钟 内 将 这 个 非凡 的 问题 向 马路 上 的 一 
个 普通 人 讲 清楚 。 在 讲 清楚 以 后 ， 里 然 两 个 人 都 接 
得 了 这 个 问题 ， 但 要 解决 它 ， 谁 也 无 能 为 力 。? 
因 色 猜想 提出 后 ， 很 多 人 试图 证 明 它 的 正确 
性 ， 或 举 出 反例 来 推翻 它 。 就 象 平面 儿 何 中 的 平行 
公理 一 样 ， 在 历史 二 四 色 猜想 有 很 多 貌似 正确 的 错 
误 证 明 。1879 年 肯 普 (Kempe) 给 出 了 第 一 个 这 
样 的 证 明 。11 年 以 后 ; 即 1890 年 希 伍 德 (Heawood) 
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发 现 了 它 的 错误 。 闹 伍德 虽 未 证 明 四 色 犹 想 的 正确 
住 ， 但 他 指出 ， 如 果 把 “四 ? Bb BY, TL 
证 明 它 的 正确 性 。 他 前 结果 被 称 为 “五 色 定 理 > 。 
希 伍德 在 证 明 “五 色 定 理 ” 时 ， 首 先 把 平面 地 图 交 
着 色 问 题 化 为 平面 败 的 顶点 着 他 问题 。 方 法 就 是 多 
ATER DLS 。3 时 ， 招 一 个 平面 图 变 为 它 的 对 估 
图 ， 由 对 偶 图 的 作法 9 芭 可 看 出 ， 一 个 平面 图 的 对 
偶 图 ， 仍 是 平面 图 。 关 县， 对 偶 图 的 一 个 顶点 正好 
代表 了 原 玫 的 -一 个 区 域 ， 面 原 图 的 面 个 区 域 相 邻 
(有 公共 边 ) ， 对 应 到 对 个 图 上 ， 正 是 相应 的 秽 个 
项 点 相 邻 《( 有 边 相连 ) 。 因 此 “四 色 铺 想 ” 与 “五 
RH UTTAR 

eae, SARL CE) ABS 
AE MULT , BRHE AIT AE SSL Da HD 
颜色 不 同 。” 

为 什么 一 定 要 是 “平面 图 ” 呢 ? 因为 象 K。 流 
样 的 非 平面 图 ， 由 于 六 个 顶点 彼此 都 邻 捧 ， 所 以 至 
少 要 用 大 种 颜色 。 侧 理 ，n 个 顶点 的 完全 图 ， 至 少 
要 用 a 种 户 色 给 它 的 项 点 营 色 ， 才 能 使 任何 相信 的 
WAAR ABE 

册 色 清 想 提出 一 百 多 年 米 ， 一 个 数学 家 的 努力 
失败 了 ， 另 一 个 数学 察 仍 不 甘心 ， 继续 探索 ， 有 的 
是 父子 而 代 人 和 都 致力 于 它 的 研究 。 因 此 险 拉 里 戏 让 
道 
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“四 色 猜 想 ， 真 可 以 改名 叫 “ 由 色 病 ”了 。 因 
为 它 真象 传染 病 一 样 。…… 还 没有 发 明 -种 预防 针 
可 以 对 付 这 种 病 ， 它 会 反复 发 作 ， 虽 然 还 没有 致死 
人 网 记录 ， 但 已 经 知道 它 会 使 人 痛 千 非凡 。 这 种 病 至 
当 已 经 观察 到 一 次 它 从 父亲 转移 到 了 儿子 ， 所 以 它 
池 许 是 会 遗传 的 。” 
;i 直到 1969 年 ， 奥 尔 (Ore) 和 斯 坦 普尔 (Stem- 
ple) 发 表 文 章 ， 对 于 少 于 40 个 区 域 的 所 有 地 图 证 
AT RMR. HL, BAR 
例 存在 , IRR BY Hy BC — HE Ko 

BR, ERMA REE LE AHRS AR 
际 意义 ， 多 用 一 种 颜色 算 不 了 什么 “浪费 ”。 但 四 
色 猜 想 是 催化 剂 ， 它 推动 了 图 论 及 其 有 关 分 支 的 发 
蛙 。 就 象 哥 德 双 替 猜 想 推动 了 数论 的 发 展 一 样 。 因 
此 ， 当 1976 年 美国 的 阿 普 尔 CK、Appe1) 、 黑 肯 
- CW Hakan) MSH G,Koch) 三 人 宣布 fh 
们 用 电子 计算 机 计算 1200 小 时 以 后 证 明 四 色 猪 想 正 
确 时 ， 被 认为 是 数学 史上 一 件 破 天 荡 的 大 事 。 当 
然 ， 这 件 事 之 所 以 奢 动 数学 界 ， 还 不 仅仅 在 于 四 色 
猜想 被 证 明 ， 更 重要 的 是 它 是 用 电子 it 算 机 证 明 
的 ， 这 表明 ， 电 子 计算 机 已 在 数学 理论 研究 中 扮演 
了 前 所 未 有 的 重要 角色 。 
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印刷 电路 板 的 分 层 问 题 


后 我 位 来 油 图 的 顶点 着 色 的 一 个 应 用 〈 不 ” 
REVERB MBE) 。 为 了 设计 印 出 ' 
电路 板 ， 我 们 党 将 电路 图 面 成 一 个 图， oan 


条 ， 以 数字 表示 ， 它们 对 。 
应 导线 , 顶点 对 应 接点 
(无 导线 连接 的 两 搂 点 之 
间 可 能 要 装配 元 件 ) 。 由 
于 同一 房 印 删 电路 板 上 的 导线 不 允许 在 接点 以 外 相 
交 ， 在 不 改变 接点 位 置 ， 且 各 导线 均 要 成 直 组 的 情 
祝 下 即 不 改变 图 G 记 夯 的 状态 ) ， 所 设计 的 印记 
电路 板 景 少 需要 儿 层 ? 
解 ， 我 们 来 作 
一 个 新 图 ， 它 的 顶 
点 对 应 图 9 一 9 的 边 ， 
当 图 9 一 9 中 两 条 why 
线 在 顶点 之 外 相交 图 9 一 10 
时 ， 新 图 审 对 应 的 两 顶点 有 一 边 相 活 。 这 样 得 到 图 
9 一 10, 现 在 来 看 ， 图 9 一 10 的 顶点 最 少 要 用 儿 种 训 
色 着 色 。 才 能 使 相 邻 的 两 顶点 着 上 不 同 颜色 。 由 于 
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图 中 存在 三 角形 て 項 点 @、⑧、⑦ 或 頂点 ⑤、⑧、⑨), 
所 以 起 码 要 三 种 颜色 ， 实 际 上 三 种 颜色 已 网 WA 
欧 与 打 时 的 顶点 分 别 着 两 种 不 同 颜色 ， 顶 点 @@ 与 图 
着 第 三 种 颜色 。 现 在 把 图 9 一 10 的 顶点 着 色 谈 为 图 
9 一 9 的 边 着 色 ， 图 9 一 10 的 顶点 着 什么 色 ， 风 图 
9 一 9 中 对 应 的 边 就 善 什么 色 。 这 时 你 可 看 到 在 
图 9 一 9 上 卷 同 样 颜色 的 边 ， 彼 此 者 不 相交 ， 这 是 
AM MEA, Ze 9 一 10 上 那些 同色 的 顶点 彼此 
不 相 邻 。 所 以 根 沁 图 9 一 9 设计 的 印 剧 电路 板 最 少 
应 分 为 三 层 ， 同 色 的 边 在 同一 层 ， 见 图 9 一 11 所 
Ro OPERA, SS Be 


ARS 


by a 
po eo 


oo a 


“ 图 9 一 1 、 
刚才 我 们 为 什么 要 在 “不 改变 接点 位 置 ， 且 各 
导线 均 要 成 直线 ”的 情况 下 讨论 图 9 一 3 的 分 层 问 
RVG? 这 是 因为 不 加 限制 的 话 ， 把 图 画 威 不 同样 
壬 ,得 到 的 分 层 数 可 能 会 不 同 。 比 如 不 改变 图 9 一 2 
FURS, ALTE, MA Be: 
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边 xya、xiya、xa8s 在 同一 层 ， 边 xag1、 vata, 
xsg2 在 同一 层 ! 边 xy: 与 ysgs 无 论 在 哪 一 层 均 可 。 
4 但 如 果 多 许 导线 为 曲线 形 ， 则 只 要 单 层 印 剧 板 即 
if 可 ， 因 为 它 可 以 画 为 图 9 一 8 的 样子 。 如 果 多 许 改 
变 接点 位 置 ， 则 可 以 西 为 图 9 一 
12， 这 里 的 导线 仍 为 直线 ， 此 时 
WARE AR. 


ae 
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20 世 纪 的 图 论 结束 请 


meat 


MEBANE N—-ORRBAS TR. 菅 
hgh, TR, KERR E 
的 和 符合 美学 外 影 的 数学 模型 一 图 ， 为 求解 包含 
二 元 关系 的 系统 提供 了 一 个 强 有 力 的 科学 工具 。 你 
还 看 到 ;图 论 这 门 数 学 新 学 科 中 充满 了 奇 情 妙 趣 ， 
那些 把 数学 冠 以 “枯燥 无 味 ” 前 组 的 看 法 该 是 多 很 
(BAS FE FT 0 
信阳 娩 作为 组 合 数学 的 一 个 者 分 支 ， 自 1736 年 问 
BUR: BOMBER A, LOHR SE RL 
来 。 FEB CHER EM BBE SE yA 
: ;1936 年 ; MER CK Lewin) 写 过 一 
7A DRE RMB, RRA ay ae 
落空 间 ” 用 一 张 平面 图 来 表示 ， 其 中 各 个 区 域 代 类 
一 个 人 前 备 种 活动 ， 便 如 他 的 工作 环境 、 他 前 家 与 
他 的 嗜好 等 等 。 美 国 “ 梨 体 话 动 研究 中 心 ” 的 心理 
学 家 提 翰 了 图 的 另外 一 种 心理 学 解释 ， 其 中 用 项 点 
BRA SHURRASAZMMRR, RRR 
括 爱 ， 假 、 交 往 和 支 醒 等 等 。 图 论 方法 从 此 进入 了 
心理 学 领域 。 
心 ， 理论 物理 学 科 也 不 止 一 次 完 用 了 图 论 。 乌 伦 伯 
H-Ublenbeck) .在 统计 力学 的 研究 中 ,用 顶点 
谭 示 分 添 ， 两 个 点 邻接 表示 存在 某 种 物理 形式 移 景 
今 近 的 祖 互 作用、 著名 美 籍 华 膏 物理 学 家 、 谋 贝尔 
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奖金 获得 者 李 政 道场 振 宁 在 1959 年 发 表 了 应 用 图 
论 研究 量子 统计 力学 的 论文 。 四 

应 用 图 论 方法 研究 复杂 的 经 济 系统 也 有 很 大 的 
潜力 。 有 人 用 电网 络 模拟 高 品 流通 ， 从 而 使 税率 涨 
落 、 供 求 关 系 、 敲 品 流通 的 动态 特性 等 等 本 以 在 模 
拟 图 上 研究 。 许 多 经 济 问题 可 以 看 成 网 络 流 加 以 探 
io (网 络 是 各 边 冉 以 一 个 数值 的 某 些 特定 的 图 ) 。 

在 研究 模式 识别 方面 ， 应 用 图 论 方法 来 判定 数 
字 化 图 象 的 最 佳 灰 度 ; 借助 关系 树 作 有 交 将 狼 形 分 
tis 用 鱼 构 站 指纹 模式 研究 自动 识别 。 图 论 方 沽 在 
电网 络 的 分 析 与 综合 、 印 刷 电 路 与 集成 电路 的 布线 
与 测试 的 研究 中 ， 发 挥 了 卓有成效 的 作用 。 图 论 也 
为 如 何 模拟 生物 系统 ， 研 究 其 规律 提供 了 有 效 的 分 
Tk. - 

出 论 在 计算 机 科学 、 通 讯 网 络 、 送 输 岗 络 、 线 
性 规划 殿 及 运筹 学 中 的 应 用 更 为 引入 注目 。 图 论 是 
计算 机 科学 的 重要 数学 工具 ， 计 算 机 系统 可 用 有 岗 
图 来 模拟 。 涉 及 通讯 网络 的 生 要 问题 为 系统 的 斌 和 
位 与 过 通 性 ,, 这 些 都 离 不 并 图 论 的 理论 与 算法 。 而 
送 输 网 络 则 要 用 图 论 方法 来 求解 最 得 路 径 、 最 水 费 
用 、 最 天 流 与 景 优 宛 址 。 图 论 在 运筹 学 中 的 应 用 很 
多 ; 其 中 比较 成 功 的 方面 之 一 便 是 在 一 项 蕊 大 答复 
杂 的 项 目 申 的 计划 安排 。1958 年 美国 海军 部 门 为 加 
这 “北极 盟 ” 导 弹 的 研制 工作 ， 他 们 使 用 网 络 分 析 
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法 ， 对 各 项 任务 安排 进行 科学 的 评价 和 审查 ， 统 筹 
规划 、 合理 布局 ， 保 证 计划 顺和 实施。 他 们 使 用 的 
方法 称 为 规划 审核 技术 (Program Evaluation 
and Review Technigue, 简称 为 PERT)》， 
这 在 “统筹 法 ”中 是 一 项 成 效 卓 著 的 方法 。 

近 20 年 来 ， 图 论 的 发 展 尤为 显著 。 论 述 图 论 及 
其 应 用 的 专著 已 出 版 近 百 种 ， 每 年 发 表 的 论文 逾 百 
箭 ， 辕 际 .上 定期 举行 图 论 及 其 应 用 的 学 术 讨论 会 。 

我 国 各 高 等 院 校 的 应 用 数学 、 计 算 机 科学 、 管 
理科 学 、 自 动 控制 无线 电 技术 、 军 事 运 筹 等 专业 
都 相继 开设 有 关 图 论 的 课程 ， 招 收 三 究 图 论 项 士 研 
究 生 与 博士 研究 生 。 我 国 图 论 学 者 与 许多 美 入 华裔 
学 者 在 图 论 的 理论 研究 与 应 用 方面 ， 都 取得 了 丰硕 
的 成 果 。 

随 着 电子 计算 机 功能 的 日 益 增 加 ， 图 论 在 自然 
科学 、 工 程 技术 、 经 济 管理 以 及 社会 科学 等 各 领域 
中 扮演 了 越 来 越 重要 的 角色 ， 它 的 应 用 日 益 广泛 ， 
并 不 断 开 拓 富 有 潜力 的 新 领域 。 

图 论 这 门 学 和 还 十 分 年 经 ， 还 有 许多 未 被 开县 
HAM, APRIL, LASHER 
们 去 搞 取 。 仅 就 图 论 的 理论 研究 米 说 i (1・ 
A・Bondy) 和 黑幕 〔U。S。Maurty) 1981 年 著 
的 《图 论 及 其 应 用 》 一 书 的 附录 中 就 列 出 了 50 个 图 
论 中 “尚未 解 次 的 问题 ” 《〈 近 几 年 已 解决 其 中 几 
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个 ) 。 


亲爱 的 读者 ， 信和 人 和 
列 中 ， 一 展 你 的 英明 才智 网 ? 
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